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AVERTISSEMENT. 


Err composant ce Traité, je nal pas eu la 
prélenlion de faire mieux que les géomètres qui , 
dans ces derniers temps, ont écrit sur cette ma- 
tière 5 j’ai voulu compléter la partie élémentaire 
de mon cours. 

Les personnes qui voudront bien prendre con- 
naissance de cet ouvrage, et le comparer avec ceut 
dont on est en possession, reconnaîtront sans peine 
qu’il en diffère par la forme et dans tous les points 
importans. 

Ce Traité ne comportant pas une analyse dé- 
taillée telle qu’on la trouve en tête de quelques 
autres parties de ce cours, ‘analyse dont la table 
des matières tient lieu , je me bornerai à faire con- 
naître le principe par lequel j’ai remplacé les limites 
et la réduction à l’absurde. 

Je prendrai pour exemple la recherche de la 
surface du cercle : aprè§ avoir circonscrit un poly- 
gone régulier à un cercle , on est conduit à deux 
égalités, savoir ; i°. la surface du polygone égale à 
celle du cercle, plus une quantité indéterminée ou 
variable avec le nombre des côtés du polygone 5 
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2®. la surface du polygoue égide à la-iiioilié du 
produit de son contour par le rayon : or, en éga- 
lant les seconds membres, remplaçant le périmé- ' 
tre du polygone "par la circonférence, plus la dif- 
férence entre le premier contour et le second , 
différence encore variable, et dégageant de cette 
égalité la surface du cercle , on trouve cette sur- 
face exprimée par le demi- produit de la circon- 
férence par le rayon, plus une somme variable 
avec le périmètre du polygone 5 mais comme la 
surface d’un cercle ne peut varier que par son 
rayon, ou, en d’autres tenues, comme pour le 
même rayon, faire du cercle ne peut être mul- 
tiple, on doit rejeter de l’expression de la surface, 
les termes qui introduisent cette Indétermination, 
exclusion qui donne pour mesure de la surface, la 
moitié du produit de la circonférence, par le rayon. 

Ce principe , emprunté du calcul différentiel , 
ne laisse, ce me semble, aucun nuage dans l’es- 
prit; et d’ailleurs il a favantage de s’appliquer 
d’une manière uniforme dans tous les cas où on 
emploie la réduction à l’absurde, ou les limites 
dont il n’est, en quelque sorte, qu’une traduction; 
il m’a encore servi à passei^de la commensurabilité 
à fincommensurabilité. 

I 

La trigonométrie ne supposant en aucune ma- 
nière les plans ni les solides ou volumes , et d’ail- 
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leurs les formules quelle fournit , pouvant servir 
dans plusieurs occasions à simplifier quelques dé- 
monstrations de la géométrie des plans ou des vo- 
lumes , j’ai pensé quelle pouvait être placée Im- 
médiatement à la suite de la géométrie plane. 

Des vingt-quatre chapitres dont cet ouvrage se 
compose, le vingt-troisième est une introductiou à 
la géométrie descriptive , avec des applications à la 
construction graphique d’une pyramide , lorsqu’on 
connaît trois de ces six élémens, savoir : les trois 
angles linéaires et les trois angles dièdres. vingt- 
quatrième contient quelques notions de la poly- 
gonométrie et du levé des plans. « 

Quant aux problèmes et aux inverses , je renvoie 
le lecteur à l’ouvrage qui a pour titre : Récipro- 
ques et recueil de théorèmes et de problèmes (*). 

Je suppose avec tous les auteurs de géométrie, 
quelques notions d’algèbre et surtout la théorie 
des éqni-quotlens et des suites de rapports égaux. 
J’observerai qu’aux quatre points qu’on interpose 
entre deux rapports égaux , j’ai substitué le signe 
= , en conservant les deux points entre les deux 
termes d’un même rapport. 


(■'“) Cet ouvrage se trouve chez M"'*. V*. Courcier, 
libraire , quai des Augtistins. 
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ivois , je rappelle d’abord le numéro 
^ii cliapüt^ ensuite le théorème, le problème, 
ou ics ^oefiuilions et notions, et celles-ci sont 
désignées eu cette manière, déf. et not. J’omets 
le numéro du chapitre lorsqu’il s’agit du même 
cliapitre. 
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Des droites qui se coupent, et des triangles. 

DÉFINITIONS. 

I. La Géométrie a pour objet la mesure de l’étendue; et » 
l’étendue ou l’espace a trois dimensions, longueur, lar- 
geur et hauteur. ^ 

II. La ligne est une longueur sans largeur et sans 
épaisseur; elle n’a donc qu’une des trois dimensions de 
l’espace. 

III. Les extrémités d’une ligne s’appellent jiwj/i/s; le 
point n’a donc pas d’étendue. 

IV. La ligne droite est le plus court chemin d’un point 
à un autre ; elle est représentée par un fil tendu, qui donne 
l’idée de la plus courte et de la plus siltiple des lignes entre* 
deux points. On peut encore dire que la ligne droite est 
celle qui , en tournant autour de ses deux extrémités sup- 
posées fixes, n’engendre qu’elle-méme. Ainsi d’un point à 
un autre , ou entre deux points , on ne peut mener qu’une 
seule droite. 

V. Un assemblage de lignes droites, tel que ÂBCD£, 
se nomme ligne brisée, ( Fig. i }. 
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YI. Toute ligne qui n’est ni droite, ni coiqposee de 
L’gnes droites , se nomme ligne courbe. 

VII. Lorsque deux droites AB, AC se rencontrent 
( Fig. 2 ), l’espace indéfini qu’elles renferment, se nomme 
angle : l’angle est encore l’écartement de deux droites 
qui se coupent, ou l’inclinaison de l’une sur l’autre : le point ' 

A de rencontre ou d’intersection des deux droites, se 
nomme sommet de l'angle , ou, simplement sommet ; les 
droites AB, AC sont dites cotés de l’angle. 

VIII. L’angle se désigne quelquefois par la lettre A du 
sommet , ce qui ne peut faire équivoque , lorsque A n’est 
sommet que d’un seul angle. Dans le cas contraire , on le 
désigne par trois lettres , ci» écrivant au milieu celle du 
sommet. Très-souvent nous désignerons un angle par une 

IX. Les droites et les angles sont , comme toutes les 
quantités , soumis aux opérations de l’addition , soustrac- 
tion , multiplication et division. 

X. Lorsqu’une droite AB est rencontrée par une droite 
CD ( Fig. 3 ), il se forme deux angles tels que A£C, 
CEB, oü AED , DEB, qu’on nomme angles adjacens , 
ou angles de suite; puis des angles tels que AEC et DEB , 
ou CEB et AED qui ont même sommet et les ouvertures 
«jiposées , qu’on uoimne angles opposés au sommet. 

XI. Lorsqu’une droite CD rencontre ( Fig. 4 ) une autre 
droite AB de telle manière que les angles adjacens ADC, 
CDB sont égaux entre eux , chacun de ces angles s’ap- 
pelle angle droit : alors la droite C D est dite perpendi- 
culaire sur AB. Cette définition exprime que CD n’est 
pas plus inclinée vers DB que vers DA, ou , en d’autres 
termes, que la droite DC ne penche ni du côté de DB ni ^ 
du côté de DA. 
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DE GÉOMÉTRIE. 3 

XII. Nous désignerons l’angle droit par i^, la somme 
de deux, de trois et de quatre angles droits, par fi**, 

4“- 

XIII. Tout angle plus petit qu’un droit , fft dit angle 
aigu; tout angle plus grand qu’un droit, est dit angle obtus. 

XTV. L’espace ABC ( Fig. 5 ), renfermé entre trois 
droites qui se coupent , se nomme triangle. On appelle 
triangle équilatéral, celui qui a ses trois côtés égaux ^ 
triangle ii'ocèfe,celuidontdeux côtésseuleraentsont égaux j 
et triangle scaÜlhe , celui qui a ses trois côtés inégaux. 

XV. Le triangle rectangle {Fig. 6) est celui qui à 
un angle droit : le côté BC, oppqsé à l’angle droit A, s’ap-> 
pelle hjrpotéiuise. 

rnOBLÊME PKEHIER. 

Énc droite dtant donnée , on propose de la mesnrer, on de trouver en 

nombre sua rapport avec une autre droite prise pour unité' li- 
néaire. ( Fig. 7 ). 

Soient AB la droite à mesurer, et ab V unité linéaire, qui 
sera un terme de comparaison, lorsqu’il s’agira de plu- 
sieurs droites : ap|ès avoir posé le point a sur A, on por- 
tera ab Sur AB autant de fois qu’il sera possible j et, en 
supposant qu’on ait pu étendre 5 fois ab sur AB, on 
AB 

aura AB = 5 ab, d’où = 5. 

Il peut arriver que l’unité linéaire ab ne soit pas un 

nombre exact de fois dans AB, en sorte qu’après l’avoir 

étendue 5 fois sur AB, on ait un reste FB oô j si ce 

reste est lui-même contenu dans ab, 3 lois, par exemple, 

le tiers de l’unité de mesure sera i fois dans FB, et i5 fois 

fois dans AF; c’est-à-dire, i6 fois dans AB : on aura 

1 ."T. >6 > ab i6 1 • I 1 ^ 

donc AB = oô , ou ^ : ce sera le tiers de la 
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4 ÉLÉMENS 

ligne ab qui mesurera exactement AB. Si le reste F B est 
contenu 2 fois clans ab avec un reste a'A'qui sera < ab\ 
reste qui soit 2 fois dans F B, on aura FB = la'b’ -, ab 
= 2 FB ^ db' = 5 db'-, AB = 5 ab + FB =t= i 5 a'b‘ 

-|- 2 db' = 27 db' = ab : donc Ainsi 

le cinquième de ab sera 27 fois dans AB. 

Il pourrait arriver qu’aucune sous-divisicm de ab ne 
fàt exactement contenue dans AB j et alors les droites AB 
et n’ayant pas de commune mesure ;^u n’étant pas, 
en même temps , mensurables par une partie quelconque 
de ab, sont dites incommensurables. (Arith.). Ce qu’il 
est essentiel d’observer, c’est que lors même que deux 
droites sont incommensurables entre elles , ou cpi’elles 
ne peuvent contenir exactement une même droite 
quelle qu’elle soit , on p^t toujours prendre pour unité 
de mesure une sous-division de l’une de ces droites qui 
devient commensurable , et l’autre est seule incommen- 
surable. Ainsi {Fig. 8), AB et CD étant deux droites in- 
commensurables entre elles, on pourra prendre pour me- 
sure la dixième partie de AB , par exe i^ple , et le quotient 
de CD par cette unité, sera un nombre entier, plus une 
fraction décimale infinie et non périodique, quotient que 
nous supposerons 7 , 3458532 jg, etc. 

Dans ce cas , on peut prendre de cette fraction infinie 
une partie telle que 7 ,') 458 'i 32 , et par là, on com- 
mettra une erreur moindre que" 2 cent millionièmes : de 
sorte que, sons celte erreur, les deux droites seront exac- 
tement mesurées par I dix millionième; en prenant une 
partie pibs considérable de la fraction décimale, on aurait 
une unité de mesure plus petite , et les deux droites de- 
viendraient commensurables , sous une erreur moindre 
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qui peut être rendue aussi petite ou aussi voisine de léro 

qu’on voudra : or, comme il est permis de regarder 

comme égales deux quantités dont la ditTcrence peut être 

diminuée’ à volonté, ou être rendue inassignable, on 

pourra toujours étendre à deux grandeurs incommensu- 
« 

raWesce qui aura été démontré sur deux comtnensiirables. 

Remarque. Le principe précédent est supposé dans 
plusieurs traités de géométrie , où on conclut du cas de la 
comme|pirabilitéà celui de l’incommensurabilité. Cepen* 
dant nous n’en ferons pas usage dans cet ouvrage , et ^ous 
traiterons à part le second cas, en partant d’une considé- 
ration simple que nous substituerons aux limites et à la 
réduction à l’absurde, 

THÉORÈME PREMIER. 

En on point d’une droite, on ne peut clcver qu'une sente perpendi* 
culaire cette droite. (Rig. 9). 

Supposons qu’au point C on puisse élever à AB les 
deux perpendiculaires CD et CR: l’angle ACD serait 
égal à l’angle DCB ( déf. XI) : par la même rai.son, 
l’angle ACK serait égal à l’angle KCB; mais d’ailleurs 
RCA est DCA, et DCA ou son égal DCB est )> 
RCB; donc, à fortiori, RCA est RCBj consé- 
quemment CR ne peut être une perpendiculaire : on 
prouverait de la même manière que CR' n’en peut être 
une. Donc on ne peut élever en Ç que la seule perpen- 
diculaire CD à AB. 

THÉORÈME II. 

Les angles droits sont tous égaux entre enx. (.Fig. 10). 

Prenons les quatre distances égales C A = CB = GE 
= GF ; on aura AB = EF : si l’on porte EF sur AB , 
de inauière que E tombe sur A , et F sur B , les deux 
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droites EF, AB n’en feront qu’une (défin. IV), et le 
point G, milieu de EF, tombera en C, milieu de ABj 
et comme en C on ne peut élever qu’une seule perpen- 
diculaire à A B ( tliéor. I ) , nécessairement GH , ])erpen- 
diculaire en G à EF, et qui l'est devenue en C à AB,coir.- 
cidera avec CD, perpendiculaire en C à ABj donc les 
angles droits ACD,DCB,EGII, HGF seront égaux. 

TIIÉOnÈME III. 

Toute liç;ne droite CD qui en rencontre une autre AB, fait avec 
celTn-ci deux angles adjacens ACD, DCB, dont la somme est 
égalé à deux angles droits. {Pig- il ). 

Au point C, élevez sur AB la perpendiculaire CE, 
l’angle ACD = i'* -f- c ( déf. XII )j l’angle DCB = 
1 ** — c' : en ajoutant ces égalités membre à membre , 
on trouvera A C D -f- D C B = 2** -j- c — c' = 2**. 

CoroUain’. I. Si l’un des deux angles adjacens est droit, 
l’autre sera droit. 

Corollaire II. La somme des angles c -f- c -f- c -j- c" 
( Fig. 12 ), formés autour du point C et au-dessus de la 
* droite AB, vaut 2“*, puisque cette somme d’angles est égale 
à celle des deuxangles adjacens BCF FCA, ou à BCD -f- 
DCA. 

Corollaire III. La somme des angles formés autour 
de C {Fig. 12), tant au-dessus qu’au-dessous de la droite 
AB , est — 2** + 2“* — 4 “*. 

THÉORÈME IV. 

Denx lignes droites qui'ont deux points communs, coïncident l'une 
avec l’autre dans toute leur etenilue , et ne forment qu’une seule et 
même droite. ( Fig. 1 3 ). 

Soient A et B les detix points communs : entre ces 
deux jioitits les deux droites n’en feront qu’une ( déf. IV ) : 
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supposons que les deux droites puissent se se'parcr en C, 
sans cesser d’être droites, pour devenir l’une ACE et 
l’autre ACDj menons en C la droite CF qui fasse avec 
AC l’angle droit ACF ; comme chacun des angles F CE, 
FCD serait droit, la partie FCE serait e'gale au tout FCD. 
Or cette conclusion absurde vient de ce qu’on a supjiosé 
que les deux droites pouvaient se séparer eu C : donc elles 
n’en feront qu’une à la droite comme à la gauche du 
point C. 

THÉORÈME V. 

Si une droite DE est perpendiculaire à AB, réciproquement AB 
sera perpi^diculaire ii D E. ( Fig. 1 4 )• 

De ce que DE est perpendiculaire à A^, il s’ensuit que 
( déf. XI ) Pangle ACD est égal à son adjacent DCB, et que 
chacun de ces angles est droit : mais de ce que l’angle 
ACD est droit, il s’ensuit que son adjacent ACE est 
aussi droit ( théor. III); donc l’angle ACE = ACD, 
et coi|séquemment AB est, à son tour, perpendiculaire 
sur DE. 

THÉORÈME VI. 

Si deux angles adjacens ACD, DCB valent en somme deux droits, 
les deux côtés AC, CB seront en ligne droite. {Fig. i5 ). 

Si CB n’est pas le prolongement de AC , soit CE son 
prolongement ; la ligne ACE étant droite , la somme des 
deux angles ACD -{-DCE sera = 2 mais, d’après 
l’hypothèse, la somme des deux angles ACD -j- DCB = 
2 : donc on aurait ACD -|- DCE = ACD -{- DCB , 
et en retranchant ACD , il resterait DCE = DCB, c’est- 
à dire , la partie égale au tout; conclusion absurde^ et qui 
vient de l’h^-pothèse que CB n’est pas le prolongement 
de AC : donc CB doit être le prolongement de AC. 
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THEOREME VII. 

Toates les fois que deux droites se coupent, les angles opposes an 
souimet sont égaux. ( Fig. i6 }. 

Puisque DE est une ligne droite, onac-|-c' = 2‘*, 
% et puisque A B est une ligne droite ,on a 

doncc -f- c ■= c c" , ei en retranchant le même angle 

c de part et d’autre, il reste c' z=.c" -, on démontrerait 
de la* même manière que l’angle c est égal à son opposé 
au sommet c". 

THÉORÈME VIII. 

Deux triangles sont ^ganx, lorsqu'ils ont un angle e'gal compris entra 
côtes égaux chacun à chacuf. (Fig. ij ). 

Soient l’angle IV. = D, AB = DE, AC=DF ^on posera 
le sommet D sur le sommet A , et on couchera le côté 
DE sur le côté AB, le point E tombera sur B; mais à 
cause de l’ouverture D égale à l’ouverture A, le côté DF 
prendra la direction AC, et parce que d’ailleurs DF — 
AC, le point F tombera sur C. Ainsi, les trois sommets 
E, D, F tomberont sur les trois sommets B, A, C, et 
comme entre deux points , on ne peut mener qu’une seule 
droite , les deux triangles se couvriront parfaitement. 

Corollaire. Les angles a et d opposés aux côtés égaux 
BC et EF, les angles c et opposés aux côtés égaux AB 
et DE, les angles ô et e opposés aux côtés égaux AC et 
DF, sont égaux. 

, THÉORÈME IX. 

Deux uiangles sont cg.sux, lorsqu’ils ont un côte égal adjacent à deox 
angles égaux chacun II chacun. (Fig. I^. 

«Soient BC .= E F , b=ze, c ~f : si l’on porte le point E 
en B et qu’on couche EF sur BC, le point F tombera en 
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C: si l’on tourne le triangle EDF de manière que le 
sommet D tombe au-<lessiis de BC, à cause de l’ouver- 
ture e égale à l’ouverture ù , le côté ED prendra la direc- 
tion de B A , et le point D tombera sur l’un des points de 
B A; à cause de l’ouverture y égale à l’ouverture c, le côté 
F D prendra la direction de C A , et le point D tombera 
sur l’un des points de CA. Or , le point C devant se trou- 
ver en môme temps sur B A et sur CA, ne pourra tom- 
ber qu’en A , seul point commun au\ côtés B A et CA 
(déf. IV ) ; donc les trois sommets E, D, F, .seront sur 
les trois sommets R, A, C, et conséquemment l’un des 
triangles couvrira l’autre parfaitemerrt. 

Corollaire. Les angles égaux sont encore ceux qui sont 
opposés aux côtés égaux. 

TnéORKME X. 

Dans tout triangle, nn câië (jnclconqnc est pins petit que la somme 
des deux antres. ( Fip. i8). 

Car, suivant la définition, la ligne droite AC est le 
plus court chemin de A en C j donc AC B A -f- B C. 

Remarque. La ligtie brisée ABC est une enveloppaute 
par rapport à la bgne droite AC. 

THÉORÈME XI. 

Si d'on point O pris an dedans du ttKingle ABC, on mène aux 
'deux cxtre'niitcs d’uncdié AC, les droites OA, OC, la somme a 

de CCS droites sera moindre que celle des deux autres edtes B A, B C. 

<.C‘S- '9)' 

En prolongent la ligne droite AO jusqu’à la rencontre 
de BC en D, on a AB -}- BD AD , et en ajoutant DG 
de part et d’.iutre, AB -j- BC AO-j-OD -{- DCj 
mais OD -j- DC ^ OCj donc en écrivant OC au lieu 
de OD -f- DC, on écrit une quantité trop petite, et on 
a, àforUçri, AB -j- BC > AO -f- OC. 
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T lit O K t M E XI I. 

D uu point A, donne lioi's d’une dioitc,on ne peut abaisser qu'nne 
seule perpendiculaire à celte droite. ( I^îg. ao ). 

Siip]K>son$ qu’on puisse du point A abaisser les deux 
perpendiculaires AB et AC sur CBj prolongeons AB 
d’une longueur BF i=AB, et menons FC: le triangle 
CBF est égal au triangle CB A, coiuine ayant chacun uu 
angle droit*6 = b' entre deux côtes égaux ABr=BF, et 
le côtécommun BC (theor. X\'IIl); donc l’angle c=c : 
or, l’angle c est droit par hypothèse, donc l’angle c' est 
aussi droit. Mais puisque la somme des angles de suite 
C+C'C=2<‘' , la ligne ACF est droite ( théor. VI ) : d’où 

11 résulterait qu’entre les deux points A et F on pourrait 
mener deux droites distinctes, ce qui est impossible (déf, * 
IV ). Donc il est pareillement impossible que du point A 

on puisse abaisser deux perpendiculaires sur la droite CB. 

TUÉoaÈME XIII. 

Si d'an point A situé hors d’une droite D B , on mène la peipcndi- 
culairc A B à cette droite , et diflVrentes obliques AC, AD, AE, 

& dilTérens points du celte droite , 

1 °. La perpendiculaire sera plus courte que toute oblique ; 

3°. Les deux obliques AC, AE menées de part et d'antre de la 
perpendiculaire , ti des distances égales B C , B E , sont égaies j ' 

3°. De deux obliques AC ,AD,ouAEelAÜ menées comme on 
voudra, celle qui s’écarte le plus de la perpeudicolairc sera la 
plus longue. ( Fig. at ). * 

1 °. Prolongez la perpendiculaire AB d’une longueur 
DF = BA, et joignez F et C, F et D : le triangle BCF 
est égal au triangle BCA (théor. Vill) : donc CF= 

CA J or , ABF ligne droite est plus courte' que ACF ligne 
brisée (déf. IV ) : donc AB mollié de ABF, est moindre 
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DE GÉOMÉTRIE, 
que AC moitié de ACF. Donc la perpendiculaire est 
plus courte que toute oblique. 

2 ®. A cause de BE = BC , par liypotlièse, le triangle 
ABC est égal au triangle ABE (tbéor. YIII), comme 
ayant chacun un angle droit compris entre les côtés égaux 
AB =rAB,BC = BEj donc AE = AC. 

3”. La sonuîie des droites AC -{- CF est <^AD-f- 
DF (tljéor. XI)j donc la moitié AC de la prejmicre somme, 
est plus petite qüe la moitié A D de la seconde. 

Corollaire I. La perpendiculaire mesure la vraie dis- 
tance d’un point à une droite , puisqu’elle est plus courte 
que toute oblique. 

CorollairmW. D’un même point A, on ne peut mener 
à une droite trois obliques égales; car, s’il en était ainsi, 
il y aurait d’un même côté de la perpendiculaire deux 
obliques égales, ce qui est impossible (3®). 

TnÉonÈuE XIV. 

Si par le poinl C , milieu de la droite A B , on élève la perpendicu- 
laire CF sur cette droite; i°. chaque j>oint de cette perpendicu- 
laire sera egalement distant des deux extièmitt's de la droite AB ; 
3®. tout point situé hors de la perpendiculaire , sera inégalement 
distant des deux extrémités de la droite A B. ( Fig. 33 ). 

1 ®. Puisqu’on suppose AC = CB, les deux obliques 
Ida , DB, s’écartent égalemmt de la perpendiculaire 
DC; donc elles sont égales; il en est de même des deux 
obliques EA , EB, et de FA, FB. 

2 °. Soit un point î hors de la perpendiculaire : si l’on 
joint IA, IB, la droite lA, par exemple, coupera la 
p^^j^ndiculaireDCen D, d’où lirant DB, on aura AD = 
BD, et AD 4- DI= DB 4- DI > IB; donc AI > IB. 

Reinfir<]ue I. Puisque deux points fixent la position 
d’une droite, il suit de i®. qu’une droite menée par dettx 
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points F et E rquicHstans des extrémités A et B d’une 

droite AB, est perpendiculaire sur le milieu de cet le droite’. 

Remarqua W. Le raisonnement fait 2“. aura lieu quel- 
que voisin que soit le point I de la perpendiculaire DC , 
et de quelque côte de la qierpendiculaire que tombe ce 
point. ’ 

THÉORÈME XV. . 

Deux triangles rectangles sont égaux , lorsqu'ils ont riiypMénnsa 
égale et un côte égal. (Fig. 23). 

Soit l’hvpoténuse AC égale à l’hypoténuse DF, et soit 
AB — DE; il s’agit de prouver qu’on aura BC = EF , 
parce qu’alors les deux triangles ayant un angle égal , 
c’est-à-dire, l’angle droit 6 égal à l’angle dfoit e, entre 
les côtés AB = DE, et BC = EF, seront égaux 
(théor. Vni). Supposons qu’on ait d’abord BC ^ EF : on 
pourra donc sur B C prendre une partie BG = EF , et en 
menant AG, on aurait le triangle ABG égal au tri.ingle 
DEF, comme ayant un angle égal entre côtés égaux; donc 
AG=DF ; mais , par hypothèse, DF=AC; donc on aurait 
AG = A C ; or, ces deux droites sont deux obliques d’un 
meme côté de la perpendiculaire AB, qui ne j)euvent être 
égales ; donc on n’a pas dû supposer B C ]> EF. On ferait 
voir de la même manière qu’on ne peut supposer BC<^ 
EF, en.prenant sur EF une partie EK=BC; on doit donc’ 
avoir BC = EF. 

Corollaire. Deux obliques égales A.C , \'E sont éga- 
lement distantes de la perpendiculaire AB, c'est-à-diie , 
qu’on a BE = BC ( Fig. 24 )• D’aliord elles sont situées 
l’une à droite , l’autre à gauche de A B ( théor. Xlll ) :^n 
second lieu , les deux triangles rectangles ABC, ABE ayant 
les hypoténuses AC, AE égales , et le côté AB co»mun , 
sont égaux, et on en conclut RE :=BC. 

r 
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THÉORÈME XYI.” 

Deux truDgles sont «ganx , lorsqu'ils ont les troiseâtés égaux chacun 
h chacun. ( Fig. 35 }• 

• SoientAB=DE, AC=DF,BC=EF.Supposons qu’on 
place le point Dsur le poin t A, etqu’on couche le côté D F sur 
AC, le point F tombera sur C. Si, après avoir tourné le 
triangle EDI^ autour de AG, de manière que le point E 
tombe au-dessus de AC , on nie que le sommet E tombe 
en B , ce sommet tombera ailleurs en E , et cette posi- 
tion doit être telle qu’on ait toujours DE ou AE=AB, 
FE ou CE = CB; or si l’on joint les sommets B et E, 
et que de A on abaisse la perpendiculaire AM sur EB, on 
aura (ihéor. XV coroll.) ME = MB; mais comme aussi 
CE = CB, la perpendiculaire menée de C sur EB doit 
rencontrer EB en M; donc au point M on pourrait élever 
deux perpendiculaires MA et MC à la droite EB, ce qui 
est impossible (tbéor. 1). D’ailleurs on ne peut supposer au 
point E les positions E' et E*, puisqu’on aurait ( théor. XI ) 
AE' -f- E'C AB -f- BC dans le premier cas, et 
AE" -j- E"C ^ AB -f- BC dans le second^ tandis que 
AE' -j- E'Cc=AB-f- BC=AE" -j- E"C; donc le point 
£ ne peut tomber qu’en B. • » 

Corollaire. Les angles égaux sont encore ceux qui 
sont opposés aux côtés égaux; ainsi a = d, c—f, b—e. 

Remartjûe générale. Il n’existe donc que quatre ca- 
ractères d'égalit^de deux triangles, c’est-à-dire, que 
quatre conditions sous lesquelles deux triangles sont exac- 
tement superposables , puisque l’égalité consiste dans la 
possibilité de l’exacte s'uperposition, ce qui est vrai de 
deux figiu-es quelconques. • • 
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ffHÉORÈME XVir. 

Dans tout triangle A B Ç , l’angle extérieur B C D , c’est-l-dire , 
l’angle forme par un côte BC, et le piolongement CD cl’nn autre 
AC, est plus grand que chacun des deux angles intérieurs b etBAC. 
a6). . ^ 

En effet, divisons le côté BC en deux parties égales au 
point F, et menons la droite AFG su^ laquelle nous 
prendrons FG = AF ; joignant C et G, les deux trian- 
gles BFA, CFG seront parfaitement égaux, comme 
ayant, par construction, un angle égal, savoir AFB 
= CFG (théor. VU) entre les côtés égaux FB=FC, 
AF=FGj donc (théor. VII, coroll.) l’angle FCG= 
b', donc BCD]>ô. En prolongeant BC en E, on 
prouvera que l’angle extérieur ACE>* BAC : or ACE= 
BCD (théor. VII); doncBCD>BAC. 

THÉORÈME XVIII. 

Si dans un triangle ABC, on abaisse une perpendicalaire BD snr 
A C , cette perpendicalaire sera plus Toisine Au plus grand des 
deux angles que du plus petit, en sorte que si l'angle n^c, ou 
aura D A < DC. ( Fig. aj ). 

Supposons qu’on puisse avoir AD>DC ; on pourra 
prendre, à partir d« D, la longueur DF=DC, et lé 
point F tombera entre D et A : on aurait donc B F 
=BC, et l’angle f=c, parce que les deux triangles 
F B D , ',C B D ont un angle droit compris %ntre deux 
côtés égaux ; or ( théor. XVII ), l’angl^ étant <J'—c , 
on aurait , ce qui est contre la supposition. Si l’on 
«ipposait DA=DC, on aurait (théor. XV) l’angle 
a—c. Ainsi on doit avoir AD-<AC. 

Corollaire. Lorsque l’angle a —c, la perpendiculaire 

« 
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BD ne peut être plus voisine de l’angle A que de l’angle 
D : donc elle doit tomber au milieu D de A G. 

Remarque. Lorsque la perpendiculaire BD tombe Lors 
du triangle ABC {Fig. 28) , l’angle a esl'^d qui est]>c, 
en observant que l’angle a est extérieur au triangle AB ü , 
et que l’angle BDC ou son égal BD E est extérieur au 
triangle DBG. 

THÉORÈME XIX. 

1°. Dans nn^tcianglc isocèle, les angles opposes aax côtes c'ganx 
sont égaux, et réciproqncmcat; a", clans un triangle équilatéral, 
les angles sont égaux. ( Fig. ag). 

1°. Soit B A=BC. Si l’on joint le sommet B au milieu 
D du côté opposé AC, les deux triangles ABD, BDC 
seront égaux , comme ayant les trois côtés égaux chacun 
à chacun; donc l’angle a=c. Réciproquement : soit l’angle 
a=c, -la perpendiculaire BD devant tomber au milieu D 
de A G ( théor XVllI ) , les obliques B A , B G seront égales. 

2°. Si de G on abaisse une perpendiculaire sur B A , à 
cause de CB = CA, on conjura l’angle A=:fi, et 
comme A=C, on aura A = B = G. 

• ’ TnÉORÈME XX. 

1°. De deux côtés d'nn triangle , celni-lli est le plus grand qni est 
opposé au pins grand angle j 3”. de deux angles d'nn triangle, ce- 
Ini'lli est le plus grand qni est opposé au plus grand côté. (Fig. 3 o). 

I®. Soit la perpendiculaire BD sera plus voi- 

sine de B A que de BC; donc on aura BC]>B A. 

2®: Soit BC>BA ; si on pouvait avoir a<^c , il en 
résulterait, d’après la directe, BG<[BA; ce qui est 
contre la supposition ; si l’on pouvait avoir cznb , on 
conclurait BC=BA; ce qui est pareillement contre 
l'hypothèse: donc on doit'avoir a>c. 
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THÉORiMK XXI. 

Si deux c6U» d'un triangle sont respectivement eganz ani deux côtés 
d'un antre triangle , et si d'ailleurs l’angle compris par les pre- 
miers] est pins grand (jne l’angle compris par les seconds, le troi- 
sième côté du premier triangle sera plus grand que le troisième 
côté du second. 3i). 

Soient les deux triangles ABC , DEF dans lesquels 
on ait AB = DE, AC=DF, et l’angle a'^A: en po- 
sant le point D sur le point A, et dirigeant lecôté DF 
suivant AC , le point F tombera en C , el«ît cause de 
, le côté DE tombera suivant AG dans l’angle 
B AC : or , il peut arriver l’un de ces trois cas : i“ qu’on 
ait l’anglpy]>c, i? f=c, yfc^c. 

Dans le premier cas, le côté FE tombera en CG au- 
dessous de CB, et le point E sera G extérieur au trian- 
gle BAC ; joignons B et G : dans le triangle isocèle 
ABG , on a l’angle ABG , et conséquemment l'an- 
gle g']>GBIj donc (théor. X'VIII ) BI]>IG : d’ailleurs 
dans le triangle GIC, on a lG-f-IC]>GCj en ajou- 
tant ces inégalités membre à membre , on trouve celle- 
ci BI-f-IC-)-IG^IG-f-GC , et en retrancliant IG de 
part et d’autre, et observant que BI-f-EC=BC ,^on 
a BC]>CG. Ainsi le côté BC opposé au plus grand angle 
a, est plus grand que le côté CG = EF opposé au plus 
petit angle d. 

Dans le second cas , le point G tombant en G' sur BC 
entre C et B, il devient évident qu’on a CG’c^CB. 

Dans le troisième cas, le point G''est intérieur an trian- 
gle BAC J donc (théor. XI) AB-|- Bf.<^AG"-f-G"C, 
et en retranchant d’une part AB, et de l’autre son égal 
AG, il reste BC>CG"(^). (*) 

(*) Oo peut demander si les côtés AG et CG se rcocontrerom j 
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CHAPITRE IL 
Des parallèles. 

DÉFINITIONS. 

I. Deüx droites AB, CD 32 ) sont dites 

lorsqu’ëtant sitaées dans le même plan , comme celui de la 
planche , elles ne peuvent se rencontrer, quelque loid 
qu’on les prolonge , dans les deux sens'. 

II. Une droite telle que RS qui coupe les deux parai* 
lèles , est dite sécante. 

m. Les angles DFG et BGF sont appelés internes 
d’un même côté de la sécante, parce qu’ils sont entre les 
parallèles, et tous deux à droite de la sécante. Cette 
dénomination convient encore aux angles CFG et AGF. 

IV. On nomme angles interne , externe d'un même ‘ 
côté de la sécante^ les angles RGB et RFD, ou plus 
abréviativement , on les dit angles correspondons : cette 
dénomination convient aux angles RG A, RFC; aux 
angles SFD et SGB, enfin aux angles SFC, SGA; 
parce qu’ils sont toujours du même côté de la sécante , 
l’un entre les parallèles , et l’autre en dehors. 


mais si l’on obserTe que, par constmclion, l’angle GAC = KDF, 
l’angle ACG=D FE, et que le côte AC=DF, on verra qu’en posant 
le point A snr D et le point G sur F, le cdté AG devra tomber sut 
DE, et CG snr FE; donc, puisque les deux côtes DE, FE se 
rencontrent, il en est ne'cessaiiemenl de iqôme des côtes AG , C G , et , 
de pins, le point G doit tomber en E, pnisque deux droites ne 
penvent se couper qu’en un point. 

a 
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V. Les angles RGB et CFR,sont diXs alternes, in~ 
terne, externe, parce qu’ils sont des deux côtés de la 
sécante , l’un entre les parallèles , et l’autre en dehors : 
il en est dé même des angles AGR et JIFD , SFD et 
SGA.SFCetSGB. 

VI. tes angles RFD, SGB sont dits externes d’un 

même côté : il en est de même des angles RFC et 
SGA. . , 

VIL Les angles RFD et SGA, RFC et SGB sont dits 
externes , alternes. 

i 

THÉORSUE PREMIER. 

Lorsque deux drotles A R , CD sitaces dans nn même plan , et eoo> 
’ piics par une iroisiènic RS , sont telles que les angles a (A b sont 

cgnta , je dis que ces droites sont paraHèka. (/%. ), 

Elles ne peuvent se rencontrer vers P, parce qn’alors 
•n aorait l’angle alterne a , plus grand qne l’angle in> 
terne ô ( I. théor. XYII ) , ce qui serait contre la sup« 
position ; elles ne peuvent se rencontrer vers Q , parce 
qn’alors Fangle interne b serait plus grand qne l’anglo 
interne e égal à l’angle a , ce qui serait encore contre 
k supposition. Donc ces droites sont parallélu. 

'THÉORÈME II. 

Par nn point F, on ne prnt menrr qn’une sente parallèle t nne 
droite donnée DC. (J^iff.3^). 

Puisque deux jiaraltéles ne se rencontrent pas , elles 
font an angle nul. Abaissons do point F la perpen- 
diculaire FG sur DC , et iin.iginons du point F des droites 
^K, FK', FK", etc. à différens points de CDj on aura 
( I. théor. XVII) l’angle droit FGC > FKG, 
FKG > FK'G, FR'G ]>'FR'G, etc. : ainsi tous ces 
angles en K, K', K", etc., sont moindres que i‘‘ et 
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maïs entre i et o on ne trouve que des fractions 
telles que T , ^ , I , etc. , sans rencontrer zéro : donc , de 
toutes les droites menées comme on voudra dans l’angle 
AFG, il n’en est qu’une qui fasse avec GD ou CD / un 
angle nul : on ne peut donc mener par F qu’une seule 
droite AB parallèle à CD. 

THÉORÈME III. 

Lorsque deux droites parallèles AB, CD sont coup&s par une 
troisième RS, les angles interne externe on les angles correspon- 
dans a et b sont c'gaux. 3a)! 

Car si l’angle a est , par exemple , plus petit que 3 , on 
pourra former au point F un angle RFD'égal à 3 , et la 
droite FD' serait parallèle à GB (théor. I); d’ailleurs CD 
est parallèle à AB^ donc par F, on pourrait mener deux 
parallèles à AB, ce qui est impossible ( théor, II ) : conclu- 
sion à laquelle on serait encore condtiit, en supposant 
l’angle a |> 3. 

Remarque. Si l’on observe que , d’apès le théorème I , 
les angles a et 3 doivent être tous deux du même côté de 
la sécante, il est évident qu’on ne peut mener par F 
qu’une seule droite FD faisant avec FR l’angle <i =3 • 
car on en peut mener une , et l’autre ferait un angle plus 
grand ou plus petit. 

Mm\{Fig. 35) lorsque deux parallèles AB, CD sont cou- 
pées par une droite R S , si l’on désigne par a , e, d, c les 
angles autour d’une intersection , et par 3 , 3 , g' les 

angles autour de l’autre , on aura a=b, e=f., c=g, d=h. 

Corollaire I. Onaa-f/=2‘',e-f-3=3E2‘',c-f 3z=2‘* 

<! + §■= 2 "* .-en effet, et(théor.’l) az=b, 

donc a -j- y=: 2 ‘* et ainsi des autres. 

Corollaire II. On a a + g= 2 *' , e + 3 = 2 -* .• en effet, 
^ *‘*®t^ = o>donca-f-g=s 2 ‘*,etainsidesautres. 
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Corollaire HT. On a a=h, e—g ; en effet, 6 = A et 
a'=.b , donc a— h. 

Corollaire IV i On a6-f-c = 2‘‘,<f4' 2 “* ; en effet, 

a + c= 2 “*, et a = A. 

Corollaire V. On a c =yj d=,b : en effet, c -j- 2 ^, 
et (coroll. IV )/ -4- = 2 “*; donc c -f d=zf-\- d,etc-=f. 

Résumons ces propriétés. Lorsque deux droites paral- 
lèles sont coupées par une troisième , 

I®. Les angles interne, externe d'un meme côté de la 
sécante , ou les angles correspondons , sont égaux; 

2 ®. Les angles interne, externe, alternes, valent en 
somme deux droits ; 

3®. Les angles externes d'un même côté valent en 
somme deux droits ; ^ 

4°. Les angles externes alternes sont égaux; 

5°. La somme des angles internes d’un même côté, 
vaut deux droits ; 

6 Les angles internes alternes sont égaux. 

THÉORÈME IV. 

Denz'droites AB, CD perpendiculaires & une troisième AC, sont 
parallèles. (Cig. 36). 

Si les deux droites AB, CD perpendiculaires â RS 
pouvaient se rencontrer en O , on pourrait du point O 
abaisser deux perpendiculaires OR, OS sur la même 
droite RS , ce qui est impossible (I. théor. XII ). 

THÉORÈME V. 

Deux lignes AB , CD parallèles !i nne troisième FH, sont paral- 
lèles entre elles. ( Fig. 37 ). 

Si les deux droites AB, CD se rencontraient, on 
pouiTait de ce point de rencontre , mener deux parallèles 
à une même droi|f FH , ce qui est impossible (théor. II). 
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THÉOKÉME VI. 

Deux parallèles sont partout egalement distantes. {Fig. 38). 

Entre les deux parallèles AB , CD , qu’on mène partout 
où on voudra les deux perpendiculaires AC , BD, je dis 
que ces deux perpendiculaires seront égales. Les dignes 
AC , BD perpendiculaires à l’une des parallèles, le seront 
à l’autre (tliéor. III, coroll. IV) , et si l’on mène GH per- 
pendiculaire JP le milieu de C D , Il G sera aussi perpen- 
diculaire sur A B J de sorte que tous les angles a, c, d, b, g, h 
seront droits j d’où il résulte que la figure AC II G cou- 
vrira exactement la figure GIIDBj car en pliant ABDC 
suivant GII , le côté UC prendra la direction HD, parce 
que l’angle A ; et , à cause de II C = H D , le point G 
tombera en D; l’angle c étant = le côté CA se dirigera 
suivant D B , et A tombera sur D B : d’ailleurs g' étant 
=§•, le point A tombera sur G B j donc A ne pourra tom- 
ber que sur B; donc DB=C A. 

THÉORÈME VII. 

Deux angles a et e sont égaux, lorsqu’ils ont les deux côtes parallèles 
cl les ouvertures diiigèes dans le même sens. {Fig. 3g). 

En prolongeant B A jusqu’en G , on a l’angle a = g 
( théor. III ) , et parce que B G est parallèle à DE , on a 
aussi g=.e, donc a = e. 

Remarque. Le théorème précédent a encore lieu, 
lorsque {Fig. 49 ) les côtés parallèles AC , EF ; AB, EG 
sont tels que les ouvertures des angles sont dirigées dans 
des sens contraires : mais les côtés EG et EF , AB et AC 
étant disposés coimne on le voit {Fig. ) , l'angle e g-=s 
2 ** (théor. III, coroll. IV)) or g=^a, donc e-t-a=a‘*. 
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* CHAPITRE IIL 

Évaluation , au moyen de l'angle droit , des angle» 
intimes et externes du triangle et des iK)lygones ; 
du nombre de toutes les diagonales dans ces 
figures , et de quelques théorèmes sur les paral- 
lélogrammes. ^ 

' DÉFINITIONS. 

I. Le polygone de quatre côtés , se nomme quadrila- 
tère ;ce\\xi de cinq, pentagone } de six, hexagone; de 
«opt, epiagone ; de huit, octogone; de neuf, ennéagonei 
de dix, décagone; de douze, dodécagone ; de quinze » 
pentédécagone. 

II. Parmi les quadrilatères , on distingue le carré qui 
a les côtés égaux , et les angles droits ; le rectangle qui 
a ses angles droits sans avoir les côtés égaux j le paral- 
lélogramme ou rhombe qui a les côtés opposés parallèles j 
le losange dont tous les côtés sont égaux sans que les an- 
gles soient droits ; enfin le trapèze dont deux côtés seu- 
lement sont parallèles. 

III. On appelle diagonale la ligne qui joint les som- 
, mets de deux angles quelconques d’un polygone , non 

adjacens. 

THÉORÈME PREMIER. 

Dans tout triangle ABC, l'angle extérieur est e^al à la somme des 
angles intérieurs opposés a et £. ( Fig. 4a ). 

Menons CE parallèle à AB, les angles a et c' sont 
égaux (II. théor. III), les angles b et c sont égaux 
II. théor. II, coroll. V)) ainsi fl-f-ô=c'-}-c"=BCD. 
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THÉORÈME II. 

La tomme des troia angle* d’un iriangle vaut celle de deux angle* 
droits. ( Fig. 42 ). 

Reprenons l’égalité a 4* ^ = BCD ( théor. I); si l’on 
ajoute de prt et d’autre l’angle c , on aura a ^ + 
c = c 4 “ BCD= 2"*. 

Corollaire I. Connaissant deux angles d’un triangle, 
on trouve le troisième , en soustrayant la somme de ces 
deux angles de deux angles droits. 

Corollaire IL Si le triangle est isocèle, il sulEt 
( I. théor. XIX ) de connaître l’un des angles égaux pour 
trouver les deux autres angles. 

Corollaire III. Si le triangle est équilatéral, chacun de ses 
trois angles (I. théor. XIX) vaudra j de 2“*, ou les | de 1 

Corollaire IV. S’il y a un angle droit parmi les trois 
angles, la somme des deux autres équivaudra à un droit: 
si le triangle rectangle est isocèle, chacun des angles 
aigus vaudra la moitié d’un droit. 

Corollaire V. Un triangle ne peut avoir qu’un seul 
angle droit, et, à plus forte raison, qu’un seul angle 
obtus. 

THÉORÈME III. 

La«ommei!e tons les angles extérieurs d'un polygone quelconqne, . 
est ég.tle h celle de qaalce angles droits. ( Fig. 43 ). 

Prenons im pentagone ABC DE, et prolongeons-en 
les côtés dans un même sens , c’est-à-dire , vers les points 
m,n,p, q, r; si l’on prend dans l^érieur du pol>'gone 
un pint quelconque i d’où l’on mène les parallèles im\ 
in', ip, iq, ir aux côtés AB, BC, CD, DE, EA, la 
somme des angles autour de * vaudra 4 '*; donc comme 
ces angles sont respetivement égaux aux angles exté- - 
rieurs b ,c , d, e, a âu. pntagone, comme formés pr 
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des parallèles, et ayant les ouvertures dirigées dans le 

même sens (II. théor. "VII) , il s’en suit que u â - f* ‘ 

c -f- «/ + e = 4“** 

Remarque. Nous ne supposons pas d’angle rentrant 
tel que serait l’angle en D. {Fig. 44 )- 

THÉORÈME IV. 

Ea somme des angles intérieors d'un polygone est ^le i répètes 
autant de fois que le polygone it de câtiis moins deux. ( Fig. 43). 

Considérons toujours le pentagone ABC DE: la somme 
des angles tant intérieurs qu’extérieurs, c’est-à-dire, 
a d T b b\ c c , d dt , e e\ est égale 

pour avoir la somme des angles intérieurs, il faut de 
5 X 2“*, retrancher la somme des angles extérieurs d - 4 - 
b' c d e, c’est-à-dire, 2 X a** ( théor. III ), ce 
qui donnera la différence 5 X 2 “* — 2 X 2 ** = (5 — 2 ) 2 “*^ 
d’où l’on conclut l’énoncé , puisque 5—2 est le noinbre 
des côtés du polygone moins deux. 

Généralement, le nombre des côtés étant n, la 
somme des angles intérieurs est (n — 2 ) 2“*, et la somme 
des angles extérieurs est toujours 2 X 2 **. 

Corollaire I. La sonime de tous les angles intérieurs 
e$t donc égale à 


^IPans 


Corollaire II. Si tons les angles intérieurs sont égaux 
rnlr’eiix , la valeur de chaque angle, sera 


le quadrilatère. 

le pentagone. 

l’hexagone. 

l’eptagone. 

l’octogone. 

etc. 
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îX 1“* ' 

\ r le triangle. 


1 le quadrilatère. 

fx 

1 le pentagone. 

|x 1 

J l’hexagone. 
> Dansez l’octogone. 

Ix ï** j 

IX 1 “ 1 

i le décagone. 

|X I-* ' 

1 f le dodécagone. 

etc. 

1 V 


PROBLèME PREMIER. 

Connaistant le nombre des câtés d’an poljgone, trouTer celai de ses 
diagonales differentes. (.Fi^. 45). 

• « > 
De chaque angle d’un polygone tel que ABCDE, 
on peut tirer des diagonales à tous les autres angles , à 
l’exception de celui d’où partent les diagonales, et des 
deux adjacensj ainsi de A on ne peut mener que les 
deux diagonales AD, AC, de B on n’en peut mener que 
deux , deux de C, etc. j donc , pour compter le nombre de 
toutes les diagonales d’un polygone, il faut multiplier le 
nombre des côtes, diminué de trois, reste qui compte le 
nombre des diagonales menées d’un angle à tous les autres, 
par le nombre des angles ou par celui des côtés ^ en sorte 
qu’en appelant n le nombre des côtés , celui de toutes les 
diagonales sera (n — 3) «•: mais on observera quedecette 
manière, on prend deux fois chaque diagonale^ il faudra 

donc diviser ce produit par 2 , ce qui donnera ~ 

pour le nombre des diagonales différentes. ^ 


1 


ÉLÉMEMS 

On a donc 


O 

2 

5 

9 

>4 

20 

35 

54 

etc. 


Diagonales pour 


le triangle, 
le quadrilatère, 
le pentagone! 
riiexagone. 
l’eptagone. 
l’octogone, 
le décagone, 
le dodécagone, 
etc. 


THÉOBÊME V. 


Dans aa paraUâogramme , i*. les angles dont les sommets sont anx 
extrémités il'nne mcnic diagonale, sont égaux ; a°. les c6tcs oppo* 
scs sont égaux cutr’enx j 3<*. 1rs deux diagonales se partagent éga> 
lement. (Fig. 46). 


1 °. Les cétés AC, BD , étant parallèle , on a l’angle 
c =b'- les cétés B A , D C étant parallèles , on a c = 6 i 
en ajoutant ces égalités , on trouve c-^-c c’est- 

à-dire C = B. On prouverait de même que A = D. 

2 ®. Les deux triangles ACB, CBD ont un côté égal 
CB adjacent aux angles égaux c r=z b' , ô = c; donc ils 
sont égaux , d’où l’on conclut CD = AB. On prouverait 
de même que AC = BD. ' 

3®. Les deux triangles AEB, DEC ont un côté égal 
AB = CD adjacent aux angles égaux a = </, ô=rcj 
doncAE=ED, BE = CE. 

THÉOKÈME VI. 

Dans le carra et dans le losange , les deux diagonales AD , B C , sont 
perpendiculaires i’iuic i) l’autre. (Fig. 47 ). 

, Les extrémités B et C de la diagonale BC, étant ega- 
' lement distantes des extrémités A et D de la diagonale 
AD, d’après la définition de ces figures, BC est perpcii- 
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diculaire sur AD et réciproquement (I. théor. XrV,rem. I), 
et d’après le théorème précédent , ces diagonales se divi- 
sent également. 

TnÉORÈME VII. 

Si les côtes opposé AC et BD, AB et CD d’on qnadrilatire sont 
égaux entr’cux , ces côtes sont parallèles, et ce quadrilatère est un 
parallclograniine. {Fig. 46 J. 

En menant la diagonale AD, on a les deux triangles 
A BD, A CD dont les côtés sont égaux chacun à chacun , 
et qui donnent a — d , a —tf-, d’où il résulte que les 
côtés opposés sont, en effet, parallèles. 

TnÉORÈME VIII. 

Si dans un Quadrilatère deux côtes opposés sont <!ganx et parallèles, 
les deux autres côtés sont pareillement i^aux et parallèles, et la 
ligure est un pacallclogramme. {Fig. 46}. > 

Soit AB = C D et de plus A B parallèle à C D : on a 
l’angle a = d, et les deux triangles A BD, A CD parfai- 
tement égaux, comme ayant un angle égal, entre côtés 
égaux; donc BC = AC, et l’angle d = d, d’où l’on 
conclut le parallèlisme des côtés égaux BD et AC. 

THÉORÈME IX. 

Deux parallélogrammes sont égaux, lorsqu’ils ont nn angle égal 
compris entre deux côtés respectivement égaux. {Fig. 48). 

Soient l’angle e = a, EF = AB , EH = AC : si l’on 
pose E sur A et H sur C, le côté EF prendra la direc- 
tion AB, et le point F tombera sur B; mais FG et BD 
étant en même temps parallèles à AC, et de plus FG 
étant = EH = AC — BD, le point G tombera en D ; 
donc les quatre sommets E, F, G, H seront sur les quatre 
sommets A, B, D, C;donc les deux figures se couvri- 
ront exactement. 
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CHAPITRE IV. 

Du cercle. 

DÉFINITIONS. 

I. Une circonférence est une ligne courbe AB CD 
( Fig. 49 ) dont tous les points sont egalement distans 
d’un point intérieur O qu’on nomme centre. 

II. Le cercle est l’cjpace terminé par la circonférence , 
et intérieur à cette circonférence : quelquefois on dit cercle 
au lieu de circonférence -, mais on ne peut être induit en 
erreur si l’on se rappelle que le cercle est une surface, et 
que la circonférence est une ligne. 

III. Toute ligne OM menée du centre à la circonférence, 
»e nomme , o\x demi-diamètre. Toute ligne AC qui 
passe par le centre et qui se termine de part et d’autre à 
la circonférence , se nomme diamètre. 

IV. En vertu de la définition de la circonférence , tous 
les rayons sont égaux j il en est de même de tous les 
diamètres. 

V. On appelle arc, une partie de la circonférence, telle 
que ANM. 

VI. La corde, ou sous-tendante de l’arc ANM, est la 
ligne droite AM qui joint ses extrémités. 

VII. Le segment est la surface ou portion de cercle 
comprise entre l’arc et la corde qui le sous-tend. 

Remarque. A la même corde répondent toujours deux 
arcs ANM, MBCDA, et conséquemment deux segmens ^ 
mais il s’agit toujours du plus petit, à moins qu’on n’ex- 
prime le contraire. 
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Vin. Le secteur est la partie AOMN du cercle, com- 
prise entre un arc et les deux rayons menés aux extré- 
mités de cet arc. 

IX. On appelle sécante une droite qui rencontre la 
circonférence en deux points. 

X. La tangente est une droite qui n’a qu’un point 
commun avec la circonférence. 

XI. Deux circonférences sont dites tangentes l’une à 
Fautre , lorsqu’elles n’ont qu’un point commun. 

XII. Deux circonférences sont dites concentriques y 
lorsquelles ont même centre j elles sont dites excen- 
triques , lorsqu’elles ont des centres différens. 

Xni. Il suit de la' définition que deux cercles décrits 
du même rayon, et qui ont deux centres différens, sont 
égaux, puisqu’on posant les centres l’un sur l’autre , les 
deux circonférences ayant même centre et mqme rayon , 
n’en font qu’une , d’oii résulte l’égalité des cercles (déf. 11). 

XIV. On nomme angle au centre , l’angle entre deux 
rayons , parce que son sommet est au centre du cercle. 

TRéORKHE PREHIER. * 

Tont diamtlre divùe le cercle et ta circonfc'rencs en denx parties 
«galet. {Fig. 4g). 

Si l’on plie le cercle suivant le diamètre A G , l’arc 
ADC coïncidera dans tous ses points avec l’arc ABC; 
car aucun des points de l’arc ADC ne peut tomber ou 
extérieurement, ou intérieurement au demi-cercle ABC, 
sans être à une distance du centre , plus grande ou plus 
petite que le rayon, ce qui serait contre la déânition 
de la circonférence. 
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THÉORÈME ït. 

Tonte conte est plu petite que le diamètre. ( Pig. 5o ). 

Si aux exlrémités de la corde A D on mène les rayon* 
CA, CD, on aura le triangle ACD dans let^uel AD 
AC + CD<AB (def. III ). 

THÉORÈME III. 

Une dioila tu peut rcncoMror aæ ciiconfareaco en p!a« de dons 
point*. 

Car s’il existait trois points de rencontre d’une droite 
et d’une circonférence , les lignes menées du centre à ce* 
trois points de rencontre, seraient trois rayons , et consé- 
quemment trois obliques égales, quand d’un point on 
n’en peut mener que deux à une droite (I. tbéor. XIII, 
coroll. II ). 

THÉORÈME IV. 

Deax circoiJèrenccs décrites da même centre avec des rayons iné* 
gaux, sont parallèles, (/^ig. 5l ). 

Car onaCD = CG, CBrsCFj retranchant la se- 
conde égalité de la première, il reste BD = FG. 

Remarque. Nous verrons bientàt que les différences 
des rayons, BD, FG, sont perpendiculaires aux deux 
circonférences , et comme ces lignes sont égales , on en 
conclut que deux circonférences concentriques sont partout 
également distantes ; on peut donc les dire parallèlos. 

THÉORÈME V. 

Dans nn même cercle , on dans des cercles de rayons égaux ; i®. les 

arcs eganx sont sous-tendus par des conles égales j a®, récipro- 
quement Ica cordes égale* sotts-icndent des arcs égaux, {Fig- 5a ). 

ï®. Soient CA = OE, et arc AMD = arc ENG : la 
diamètre E F étant égal au diamètre A B , on pourra les 
poser l’un sur l’autre , en sorte que les extrémités E et A , 
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F et B coîncîclent’, et que le demi-cercle EGF tombe 
au-dessus de AB; alors l’arc ENG couvrira l’arc AMI>, 
et le point G tombera Sur Dj donc la corde EG aura 
mêmes extrémités que la corde AD. 

2 “. Réciproquement, soit la corde EG=AD : le triangle 
EGO peut être posé sur ADC de manière tpie les trois 
sommets coïncident, puisque ces deux triangles ont les 
côtés égaux chacun à chacun j donc l’angle EOG= ACD ; 
ainsi en posant le demi-cercle EGF sur son égal ADB, 
de manière que E tombe sur A et F sur B, le centre O tom* 
bera sur C, OG-prendra'la direction CD, le point G 
tombera sur D , et conséquemment l’arc ENG ayant touS 
ses points sur l’arc AMD et les mêmes extrémités, ne 
pourra manquer de coïncider avec l’arc AMD. 

Corollaire. Lorsque deux arcs d’un même cercle , ou 
de cercles égaux, sont é^m, leurs angle» an centré 
ACD, EOG sn^^gatrx) dé-pift» , les secteurs AMDC, 

ENGO , et les SHpéns AmDM, EnGN sont égaux. 

f -l'.'Xi :? ■ 

THJtoaitME VI. 


Dans (onS cercle , ts ligne menée da cfMrc an mUien M de Fare 
AMB , eu psrpeDcUcuUirc k la corde AB qui Mas-tand cet ara, 
et la diviM en deux parties égales. ( F'ig. 53 ). 

Les arcs AM, MB étant égaux, par hypothèse , les cordes 
AM , M B sont égales ; d’ailleurs il en est de même des 
rayons CA, CB; donc la droite CM a deux points C et 
M également distans des deux extrémités A et B ; donc 
cUe est perpendiculaire sur le milieu N de la cmde AB 
( 1. théor. XIV, rem. I ). 

Corollaire. La droite menée du centre au milieu de 
l’arc AMB , la droite menée du centre au milieu de la 
corde AB, la droite menée par le znilieu de la corda 
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et par le miliea cle l’arc , enfin la droite élevée perpeiX’* 
diculairement sur le milieu de la corde , ne sont qu’une 
seule et même droite , puisque deux points fixent la po> 
sition d’une droite. 

L E H H E. 

Si sur chacune des droites B A et BC non parallèles, on élère deux 
perpendiculaires D E et FG, ces deux perpendiculaires se rencon- 
treront. ( Fig. 54 ). 

Si ces perpendiculaires ne se rencontraient pas, FG, 
par exemple, serait parallèle à DO; et conséquemment 
elle serait la ligne F G', en même temps perpendiculaire 
à B A et BF; donc le triangle BFG' aurait deux angles 
droits , conclusion absurde ( III. théor. II donc ces 
perpendiculaires se rencontreront. 

THiORÈHE TII. 

Par trois points A, B, C non en ligne droite, i". on peut toujours 
faire passer une circonférence de cercle; a*, on n'en peut fairs 
passer qu’une. (Fig. 55). 

1 °. Joignez AB, BC, et sur les milieux D et F de 
ces droites élevez les perpendiculaires DE , FG : on sait 
( lemme ) que ces perpendiculaires se rencontreront en 
O : or, on a ( I. théor. XIV ) OA = OB = OC; donc la 
circonférence décrite de O comme centre, avec l’une de ces 
obliques comme rayon , passera par les trois points A, B, C. 

2 °. Si on pouvait faire passer une seconde circon- 
férence par les trois mêmes points , son centre devrait 
se trouver sur DE ; il devrait se trouver sur F G ; mais 
ces deux perpendiculaires ne peuvent se couper'qu’en un 
point : donc il n’y a lieu qu’à une circonférence. 

Corollaire I. Deux circonférences ne peuvent donc 
se couper en plus de deux points ; car si elles avaient trois 
points communs , elles auraient même centre et même 


Digitized by Google 



33 


• DE Géométrie. 
fayoti , et ne feraient qu’une seule et même circonfe'-- * 
rence ; d’ailleurs, deux circonférences ne peuvent se 
cou|fcr, si elles ont même centre et des rayons inégaux 
( théor. IV ) : il faut donc , pour que ^ux circonférences 
se coupent , qu’elles aient centres différens , ou 
qu’elles soient excentriques. 

» Corollaire II. On peut donc toujours faire passer une 
circonférence par les trois sommets d’un triangle. 

' THÉORÈME VIII. , ' 

Dans un mdmc cercle, ou dans des cerelcs égaux,- 1 °. une pins grande 
corde sous-cend un plus grand aft: j 3°. réciproquement un pins 
grand arc est sous-tendu par une plus grande corde. ( Fig. 56 ). 

Nous supposerons que les arcs dont il s’agit , soient 
moindres qu’une demi-circonférence. 

1°. La corde CD étant ^ CB, l’angle CODsera 
^ COB (I. théor. XXI ) , en sorte que si l’on plie le 
cercle suivant le diamètre C C' , le côté O D se placera 
en OD^ à droite de OB j donc l’arc CBD' qui est égal 
à l’arc CD, sera plus grand que l’arc CB. 

2°. Réciproquement , soit l’arc CD ^ CB et pre- 
nons arc CD' arc CD, en sorte qu’on aura arc 
CD' ^ arc CB : si la corde CD' pouvait être plus 
petite que C B , l’arc C D' ou C D serait , contre l’hypo- 
thèse, plus petit que CBj si l’on pouvait avoir CD' 
= CB, on aurait, contre l’hypotlièse , arc CD' ou 
CD = arc CB; donc la corde CD' ou CD est 
cordé CB. 

• 
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THÉORÈME IX. 


Dans un nii?me cercle ou dans deux cercles de rayons l'ganx , i". deux 
cordes cgillcs sont cgalcmeni éloignées du centre; de deux cordes 
imgules , lu plus petite est la plus edoignee du centre. 

1°. Les deux cordes BjC , CD étant égalés (Fig. 67), 
leurs moitiés seront égales; mais ces moitiés sont les seg- 
meris CP, C^.» déterminés par les jlerjsendiculaires OP, Of> 
( théor. "V'! ) : donc les triangles rectangles O CP, 
OCp sont égaux ( I. théor. XV ), et conséjjuemment 
les distances OP, Op sont égales. 

2°. La corde C B étant la corde CD ( Fig. 58 ) , l’arc 
CB est ■<[ l’arc C D ( théor. YHI) , en sorte qu’en prenant 
l’arc Cb = arc CB, on aura arc Cb <[ arc CD, 
et la corde Ci la corde CD. Du centre O abais- 
sons les perpendiculaires Op , Op\ OP sur les cordes 
CB, Ci; CD; on aura* Op'»'^ OM , et OM^’OP 
( I. théor.XIII ) , donc Op' ^ OP ; et à cause de Oj/ = 
Op, on aura aussi O^ ]]> OP. 

, ’ THÉORÈME X. , 

Toate pcrpcQ(]ictilaiire h l'cxtrciuitc cruo rnjon , est une tangente à la 
circonférence. ( 5g ). 

Soit T/ une perpendiculairé à l’extrémité M du 
rayon OM j^il s’agit de prouver que cette droite Tl n’a 
que le point M commun avec la circonférence ( déf. X ) ; 
en effet , toute oblique ON aussi voisine qu’on voudra 
de OM , est ^ OM ( I. théor. XllI ) : conséquem- 
ment tout point N de la droite iT, autre que M , 
sera extérieur au cercle ( déf. IV ) : ainsi cette droite 
n’aura que le point M commun avec la circonférence. 

Remarque 1 . On ne peut mener par M qu’une seule* 
tangente; car, si on en pouvait mener une seconde 
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MT', comme elle ne serait plus perpendiculaire en M 
au rayon OM, ce rayon deviendrait une oblique par 
rapport à MT' : on pourrait donc du centre abaisser 
sur MT' nne perpendiculaire Op qui serait <; OM; 
conséquemment le point p serait •intérieur au cercle , 
eb la. droite serait une sécante (déf. IX) et non plus 
une tangente. 

Remarque II. La tangente MT étant perpendiculaire 
au rayon OM au point de tangence, réciproquement 
le rayon OM est perpendiculaire à MT ; donc la per» 
pendiculaire à une tangente au point de tangence , passe 
par le centre. 

TBéORÊME XI. 

Deux, cordes parallèles inlerceptent des arcs égaux. ( Fig. 6o ). 

Si du centre O on abaisse une perpendiculaire OH 
sur la corde MP, elle le sera sur sa parallèle N Q , et on 
aura*( tbéor. VI. cor. ) NH = QH , MH = PH; re- 
tranchant la seconde égalité de la première , il restera 
NM = QP. 

Remarque. i°. Si la corde MP devfbnt la tangente 
M'P' e#H, elle n’aura pas cessé d’être perpendiculaire 
à OH ( théor. X ), et conséquemment d’être parallèle 
à NQ; et on aura arc NH = arc QH. 2 “. Si la corde 
MP devient la tangente M"P" en h où le rayon HO 
prolongé rencontre la circonférence, on aura arc, N A 
5=QA : donc, en ajoutant ces deux égalités, on trouvera 
anc HNA = arcHQA, chacun de ces arcs étant une 
demi-circonférence. ( théor. I ). 
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THÉORÈME XII. 


Lorsque deux ccvcics se coupent , la ligne qui joint les deux centres 
est perpendiculaire à la corde qui joint les deux intersections , et 
elle divise cette corde egalement. ( Fiÿ. 6i y , 

Les centres O et C se trouvant à des distances égales 
des extremités A et B de la corde AB, la ligne OC 
* est perpendiculaire sur celle corde , et de plus elle l’est 
sur son milieu ( I. tliéor. XIV. rem. I ). 

Remarque. Lorsque les deux cercles se coupent, la 
distance OC des centres est plus petite que la somme 
des rayons OR -j- CR', condition qui cependant ne 
sulTit pas pour que les deux cercles se coupent , puisqu’elle 
a visiblement Heu , lorsque la circonférence du centre C 
est intérieure à la circonférence du centre O ( Fig. 62 ) ; 
mais on a de plus , dans le premier cas , O R <; O C 
-h R'C , ce qui n’a plus lieu dans le second cas , puis- 
qu’au contraire , O R > O C + R'C ; si le cercle du centre 
C est extérieur au cercle du centre O ( Fig. 63) , la con- 
dition OR<^OC + R'C a encore lieu, mais la pre- 
mière OC OR-}- R'C n’a plus lieu; d’ou il faut 
conclure que loHsqu’on a en même temps , la distance 
des centres plus petite que la somme des rajons , et le 
plus grand rajron moindre que le plus petit plusla dis- 
tance des centres , les deux cercles se coupent. 

THÉORÈME XIII. 

1®. Sî la cüiUncc des centres de deux cercles, est ^ale II la somme 
des l avons , les deax cercles se toncheroul exteneorement j a®, si 
la distance des centres est égalé h la diiTcrence des rayons , les deijx 
cercles se toucheront intérieurement. 

1°. Lesdeuxcerclesaurontl«pointRcommun(/Ntg’.G4) ; 
mais ils n’auront que cgA^int; car, s’ils en avaient nn 
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autre, ils se couperaient, et la distance des centres 
serait plus petite que la somme des rayons , ce qui est 
contre l’hypothèse. 2 °. Ils auront encore le point R 
commun (Fig. 65)., et ils ne peuvent en avoir un autre ; car 
alors ils se couperaient , et le plus grand rayon serait 
moindre que la distance des centres plus le petit rayon j 
d’où *l’on conclurait la distance des centres plus grande • 
que la différence des rayons , ce qui est encore contre 
riiypolhèse. 

Corollaire I. Donc , si deux cercles se loachcnt , soit 
intérieurement, soit extérieurement, les centres et le 
point de contact sont sur la même ligne droite. 

Corollaire II. Dans les deux cas du corollaire précé- 
dent, une perpendiculaire Tf à l’extrémité du rayon 
OR , ou du rayon CR , est tangente en même temps 
aux deux cercles j elle le serait encore à tous les cercles 
qui toucheraient le cercle de O en R, cercles dont les 
centres seraient sur la ligne OR. 

THÉORÈME XIV. 

I®. De deux sécantes nionces d’un point hors d’un cercle it la partis 
convexe de la circonférence, la plus courte est celle dont le pro- 
longement passe par le centre, et la plus longue celle qui s’écarte 
le pins do celle-l.’i j a”, de toutes les sécantes menées du même 
point i la partie concave , la pins longue est celle qui passe par le 

centre , et la plus courte celle qui s’en écarte le plus. ( Fig. 6(1). 

», 

Si du point A on conçoit au cercle deux tangentes A/, 
Ki qui le touclifnt en t et t' , l’arc t V>l' présentera sa con~ 
vpxiié au point A, et l’arc tDt' lui présentera sa con- 
cavité. . 

1°. Si l’on joint les points m et m' au-centre C , on 
aura km -f- mC > AC ■ et , en retranchant d’une part 




I 
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mC , et âe l’autre son égalé BC , il restera Am ^ AB. 
D'ailleurs, Am mC Am' -f- m'C (I. theor. XI 
en retranchant d’une part mC, et de l’autre m'C, il res- 
tera A m A m'. 

2°. Si l’on joint n et n au centre C, on anra AC 
-f- Cn ^ An, ou AD ^ An. Dans les deux triangles 
* ACn, ACn qui ont l’angle ACn >• ACn, compris enti’e 
côtés égaux , le troisième côté An An. 

liemnrqiicl. Des deux triangles iCn, l'en' qui ont 
l’angle îGn'^iCn compris entre côtés égaux, on 
conclut in i' n. 

Remarque II. 11 serait fadle d’étendre ce théorème 
au cas où le point A serait intérieur au cercle ( Fig. 67 ), et 
on prouverait, i“. que, CD étant un diamètre, AD 
^ An, An ^ An, etc.; 2°. que AB Am, Am 
Am', etc. 

CHAPITRE V.^ 

De la mesure des angles. 

DÉFINITIONS. 

I. L’aisgle inscrit est celui dont le sommet est sur la 
circonférence , et qui est formé par deux cordes. 

II. L'angle au centre est , conune on l’a déjà défini , 
celui qui a son sommet au centre et qui est formé par 
deux rayons. 

, NOTIONS. ' 

t 

Le grand ohjet de la géom^rie est la mesure de 
l’étendue , o’est-à-dire , l’évaluation des lignes , des sur- 
faces et des volumes , en unités de ligne , de surfaçe 
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ou de volume ; mais , puisque nous avons considéré des 
espaces angulaires, nous avons aussi à mesurer ces 
espaces. ' S 

On peut se représenter un angle quelconque BA C( Fig^. 68', 
c’est-à-dire, l’espace indéfini angulaire entre les droites in- 
définies AB, AC, comme engendré par le mouvement 
autour du sommet A de la droite AB assujétie à rester 
dans le plan de la planche. En vertu de ce mouve- 
ment , chaque point de AB décrit un arc de cercle 
qui a pour rayon la distance du point au sommet A , 
arc 'compris entre les deux côtés de l’angle ; ainsi les 
points m , n , p , q , etc. , auront décrit les arcs de 
cercle mm', ttn, pp', qq, etc. , dans le temps que le 
côté AB a mis à passer de AB dans la nouvelle posi- 
tion AC. 

De plus, il est clair que, lorsque la droite AB aura 
décrit un espace angulaire quelconque égal, à une 
partie aliqiiote quelconque de sa révolution totale , ou 
d’un tour entier autour du sommet A , chaam de ses 
points m , n , P , q , etc. , aura décrit un arc de cercle 
égal à la même partie aliquote de la circonférence en- 
tière qui a pour rayon la distance de ce point a«i som- 
met A. 

Ain.si l’angle BAC n’étant que le rapport de l’espace 
BAC à l’e.space entier engendré par AB tournant autoiu* 
de A jusqu’à revenir dans sa position , ou à la moitié , 
ou au quart de cet espace , on pourra à ce rapport subs- 
tituer le rapport égal entre l’un des arcs mm, nn, etc. , 
et la circonférence entière dont il fait partie , ou sa 
moitié, ou son quart. , 

Jusqu’ici nous avons regardé l’angle droit comme 
ruiiilé des angles, et nous l’avons uoté par nous 
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ïegorderons donc aussi le quart de la circonférence qui 
lui correspond , comme l’unile des arcs , et nous le note- 
rons par 1*, et pour faire aller ensemble les unités li- 
néaire , angulaire et circulaire , nous prendrons pour 
i’ le quart de la circonférence ayant pour rayon l’unité 
linéaire que nous notons par i^. 

L’arc I» a été sous-divisé comme toute ligne prise 
pour unité et qui sert d’échelle j on l’a partagé en loo 
parties égales nommées grades} chaque grade en loo 
parties nommées miniiles, et chaque minute en loo parties 
nommées jecont/cj. Telle est la nouvelle division du cercle 
qu’on nomme décimale, et que nous supposerons toujours 
dans ce traité. Autrefois on divisait le quart de la circonfé- 
rence en go parties nommées degrés , chaque degré en 6 o 
parties nommées minutes, et chaque minute en 6 o parties 
nommées secondes. Dans plusieurs ouvrages , on note de 
la même, manière les degrés , minutes et secondes dans les 
deux divisions, en indiquant cependant dans le discours, 
la division qu’on adopte. Il me semble qu’on pourrait 
conserver cette notation ", pour rappeler les degrés , 
minutes et secondes de la division ancienne ou sexa- 
gésimcfle , et employer celle-ci, 8 , ', ”, pour rappeler 
le grade, la minute et la seconde de la division décii» 
male : de cette manière, 3 », 3 a', ga”, traduits en frac- 
tion décimale , seraient o^,o 3 3 a 92 , et réciproquement 
©■'jia ?-4 88 équivaudraient h 128, 24^ b 8 ', en obser- 
vant que les deux premiers chiffres à droite de la virgule, 
comptent les grades , que le troisième et le quatrième, 
comptent les minutes , que le cinquième et le sixième 
comptent les secondes. 

Ou pourra donc noter les sous-divisions de l’.angle 
droit par les mêmes sous-divisions du quart de la cir-» 

» 
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conférence , ou de i », pour le rayon r /, et écrire , par 
exemple , o»,25 , au lieu de 0“*, a5 , puisque l’angle étant 
les 25 millièmes d’un droit , l’arc décrit de son sommet 
comme centre , est les 7.5 millièmes d’un quart de cir- 
conférence. 

THioRÈME PREHIER. 

Denx angles au centre, dans le même cercle on dans des, cercles 
égaux , sont toujours dans le rapport des ares décrits de leurs som- 
mets, comme centres, et compris entee leurs côtés; et réciproque- 
ment. (Fig. 6g). 

Nous supposerons les ^ux angles AC B, DOE 
commensurables ou mensurables par le même angle 
> ACa pris pour terme de confparaison, lequeliscra , par 
exemple, 7 fois dans ACB et six fois dans DOE : i! est 
clair qu’alors l’arc A a sera 7 fois dans l’arc AB , et 6 fois 
dans l’arc DE , et qu’ainsi on aura la proportion 

ACB : DOE = arc AB ; arc DE. 

Réciproquement, les arcs AB et DE contenant exacte- 
t^pient un même arc A a , pris po^r terme de comparai- 
son , le premier 7 fois, et le second 6 fois : si l’on joint les 
points de division aux sommets C et O, on partagera 
l’angle AC B en 7 angles , et le second en 6 angles égaux 
entr'eux et à l’angle AC a : on aijra donc 

arc AB : arc DE = ACB : DOE. 

Supposons que les deux arcs soient incommensurables 
ou qu’une sous-division quelconque de l’un ne puisse être 
exactement contenue dans l’autre ( I. probl. ) : ainn 
le petit angle ACn étant contenu un certain nom- 
bre de fois exactement dans l’angle ACB , sera 
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conlen» dans l’angle DOE un certain autre nombre de 
fois avec un reste MOEc^AC a : or les angles ACB, DOM 
étant comnîensurables , on aura la proportion 

ACB : DOM = arc AB : DM : 

soient ACB = A, DOM = B*, DOE = B, arc AB 

= a , arc DM = 6', arc DE = la proportion 

précédente deviendra 

* , , , /•' 

A : B = a : i , d’où B = Ax~-- - (0; 

mais B’ étant moindre que B , et moindre que 6 , on 
peut remplacer B' par B — ^ , et 6' par A — y, en posant 
J'~ MOE , y = arc ME ^cn sorte que l’égalité (i) de- 
vient, après avoir ajouté J' de part et d’autre , 


B=Ax 


4-,^ = A X- — Ax - 


et, en divisant par A , 




? = * _ Z 4- _ 
A a a ^ A 

B 


(2), 


or le rapport - entre deux angles donnés B et A , ne peut 

avoir qu’une seule v^eur , et cependant ce rapport va- 
rierait par les quantités y et qui diminuent en même 
temps que l’angle A C n qui est arbitraire , et qui devien- 
nent nullcs en même temps : donc il ne doit rester dans 

B ô 

l’expression de - que le rapport déterminé - j en sorte 

que l’égalité (a) se réduit à 

- = d’ou B : A = ^ 

A a ’ 

■Ce raisonnement prouverait la proposition inverse dans 
le cas de l’incommensurabilité des arcs. 

Remarque. CA étant = OD, on a ACB : DOE=, 
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arc AB ; arc DE. Ainsi DOE étant auquel 
cas l’arC' DE = i», cette proportion devient ACB: 
A G B arc A B 

1“ = arc AB : i’, ou = — -j— , ce qu on exprime 
abréviativement par ACB = arc AB. 


THÉORÈME II. 

♦ 

Tuiit angle inscrit a ponr mrsare la moitié de l’arc compris entre ' 
ses c6tés. ( yo). 

Soit l’angle ABC, et supposons que le centre O se trouve 
entre ses côtés j si l’on tire BD par le centre, et que l’on 
joigne les points A et C au centre O , on aura les' triangle# 
AO B, COB qui donneront l’angle extérieur o = «-}-ô , 
l’angle extérieur o' = 6 ' c (III. théor. I) ; mais les 
triangles AOB , COB étant isocèles ,onaa-j-ô = 2Ô, 
c b' =. 2. b' -, donc o-{-o=:2b-\-2b', c’est-à-dire, 
l’angle AOC = zB ; et, en prenant les moitiés, 

„ 'angl.AOC ADC. 

B = =r 


_ „ ADC 

Remarque. Il faut entendre par cette égalité B= 

que l’angle B est à l’angle droit ou i , dans ^e meme 

ADC . ^ B iADC c 

rapport que — est a i’, ou que - — .ouppo- 

sons, en second lieu, que le «entre soit hors de l’angle : 
on a 


ABC = ABD— CBD = 


ACP 

2 


CP ACP— CP AC 
2 2 2 ’ 


Corollaire I. L’angle inscrit ABC qui s’appuie sur le 
diamètre AC ( Fig. 71 ), a pour mesure i AMC = l’j 
cet angle est donc droit, quelle que soit la position du point 
B sur la demi-circonférence ANC. 

CuruIUiire lï. L’angle inscrit ABC dans un segment 
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plus grand que le demi-cercle ( Fig. 72 ) , a pour mesure 

AMC . . , .... 

— ^ ; cet angle est donc aigu ainsi que tous ceux 

qui , ayant le sommet sur ANC , s’appuient sur AC. 
Corollaire III. L’angle inscrit ABC dans un segment 

AMC 

pluspetit^eledemi-cercle(F/g. yS), a pourmesure — ^ — 

^ i‘*j cet angle est donc obtus, ainsi que ceux qui, ayant 
le sommet sur ANC , s’appuient sur AC. 

CorollaireW . SiunquadrilatèreABCD(F/g-.74) estins- 
criptible à un cercle , c’est-à-dire , s’il est tel qu’on puisse 
faire passer une circonférence par ses quatre sommets, ses 
angles opposés b et cl, ou a et c vaudront en somme 2“*, 
puisque les deux angles A ci, par exemple, ont pour 
mesure la moitié d’une circonférence , c’est-à-dire 2^ 
mesure de 2“'. * 

THÉORÈME III. 


Tout angle qui a son sommet entre le centre et la circonférence, 
a ponr mesure la raoitic de Tare compris entre ses eûtes» plus la 
moitié de Tare compris entre leurs prolongcmcns. ( ^5). 

Soit Hangle ABC, dont on prolonge les côtés jusqu’à la 
rencontre de la circonférence en A' et C’ j joignons A et 

A' PC 

C , A' et C’ ; l’angle a a pour mesure — ^ — , l’angle c a pour 

ANC' . 

mesure — — ; donc 1 angle b , qui avec a -f- c vaut 2* 

(III. théor.II),apour mesure lamoitié du reste de la circon- 

„ , . AMC A’QC 

ference ; c est-a-dire , 4 - . 

> ’ 2 a 


M, 
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THÉORÈME IV. 

L’angle forme par deux sécantes, a pour mesure la moitié de l'arc 
concave, moins la moitié de l’arc convexe. {Fig. ^6). 

Soit l’angle ABC , et joignons A et C j l’angle a a pour 

CPA' • ANC' 

mesure — — ) l’angle c a pour mesure — j donc celle 

de l’angle a-\~c, est 

CPA' -t- ANC* CFC'-t^C'A'-i-C'A'-vA'NA . 

2 2 

Or la mesure du troisième angle b devant faire avec celle 
de a -f- c une demi -circonférence, sera nécessairement 
AMC— A'C' 

2 

Autre démonstration. En menant par, une parallèle 
C'D à B A, l’angle 

^ , DMC AMC _AP AMC A'C ' 

2 2 2 a a 

(lY. tbéor. XI). 

THÉORÈME V. 

L’angle ABC formé pt^ une tangente BA et nne corde BC , a pour 
mesure la moitié de l’arc sous-tendn par la corde. ( Fig. •)’} ). 

Au point B élevez la perpendiculaire BD, qui sera 

un diamètre (IV. théor. X, rem. II); on aura 

l’angle ABC = ABD — CBD; or l’angle ABD a pour 

mesure la moitié de la demi-circonférence , et l’angle 

CBD la moitié de l’arc CD; donc la mesure de l’angle 

BNCD CD BNC 

ABC est — = . 

2 2 2 


« 
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THÉORÈME vr. 


L'angle formé par une sécante et une tangente, a pour mesure la 
moitié de l’arc concave compris entre le point de tangente et la 
sécante , moins la moitié de l’arc convexe entre le point de tangence 
cl la sécante. ( Fig. ). 

Soit l’angle AfiC, et par D menons la parallèle DE à 

la tangente B A : on aura b = d, et d a pour mesure 

EMC TEMC TE lEMG TD 

— = — — (IV. théor.AI). 

2 2 2 2.2' ' 

THÉORÈME TII. 

L’angle formé par deux tangentes a ponr mesnre la moitié de l’are 
concave entre le point de tangence , moins la moitié de l’arc con- 
vexe entre les mêmes points. ( Fig. 7g ). 

Soit l’angle ABC : si par T on mène une parallèle TN 
à BC, l’angle ATN=ABC^ d’ailleurs l’angle AÏN 
a pour mesure 

TM N _ TMNr NT» TMNT» TET» 

2 2 2 a 2 

( IV. théor. XI ). 

CHAPITRE VI. 

Mesure des surfaces. 

DÉFINITIONS. 

I. La hauteur d’un parallélogramme est la perpendicu- 
laire qui mesure la distance entre deux cotés ]>arallèles 
qu’on appelle bases. 

II. La hauteur d’un triangle est la perpendiculaire 
meriée du sommet d’un angle sur le côté opposé qu’on ,,, 
nomme base. 

* 
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III. La hauteur d’un trapèze est la perpendiculaii-e 
entre les côtés parallèles qu’on nomme bases. 

IV. Laire ou la surface d’une figure sont des ter- 
mes presque synonymes : l’aire désigne plus paMicu- 
lièrement la valeur superficielle de la figure en unités 
superficielles de mesure. • 

V. Nous disons que deux figures sont égales quand 
étant appliquées convenablement l’une sur l’autre, elles 
se couvrent parfaitement : tels sont deux triangles dont 
les trois côtés sont égaux, qui ont un angle égal entre 
deux côtés égaux cLacun à chacun , etc. , ou deux cercles 
dont les rayons^ sont égaux. Nous dirons équivalentes 
deux figures dont les aires contiennent le même nombre 
de fois l’unité superficielle de mesure , quoique cejien- 
dant les surfaces ne soient pas superposables. Nous 
verrons , par exemple , qu’un cercle peut être équi- 
valent à un carré , un triangle à un rectangle , etc. 

NOTIONS. 

Pour mesurer des surfaces, il fapt les rapporter à une 
surface qu’on suppose connue , c’est-à-dire, les évaluer au 
moyen de cette surface. On a choisi pour unité de sur- 
face le carré qui a pour côté l’unité linéaire , et on 
observe que cette surface est celle dont chacun des an- 
gles est l’unité angulaire , ou 1“* : ainsi , en désignant cette 
surface par i ', on retrouve en même temps dans cette 
unité superficielle l’unité linéaire et l’unité angulaire. 
Ainsi la ligne AB étant l’unité linéaire, le carré ABCD 
sera l’unité superficielle. ( Fig- 80 ). 

Donnons une idée de la manière dont on peut évaluA* 
en uni^s superficielles la surface du rectangle GFEK 
on mesurera la base GF avec l’unité linéaire ABqui 
y sera contenue , par exemnlp , sept fois, puis on rr.oon. 


48 ÉLÉMENS 

rera la hauteur GK avec la même unîlc qui y sera 
contenue , par exemple , trois fois ; par tous les points 
de division de la base , on mènera des parallèles à la 
hauteur , et par les points de division de la hauteur des 
parallèles à la base : par là la surface rectangulaire 
se trouvera décomposée* en autant de carrés tels que 
AjBCD qu’il y a d’unités dans le produit fait du nombre 
des div'isions de la base par le nombre des divisions dans 
la hauteur : il est clair que la figure G II IL est égale 
à ABCD, puisque tous les côtés de la première sont 
égaux aux côtés 3e la seconde , et que les angles sont 
droits dans les deux figures qui seront superposables. 

Supposons actuellement que l’unité linéaire soit 3 + -j- 
fois dans la base du rectangle , et 2 -f- ^ fois dans la 
hauteur : après avoir réduit ces deux nombres en frac- 
tions qui seront ^ et et ces fractions au même dé- 
nominateur, ce qui donnera "f, on prendra V? de 
l’unité linéaire pour unité de mesure, et alors l’unité 
Superficielle sera le ^carré qui aura pour côté de 
AB= U : or ce carré étant cpntenu 35 X 22 fois dans le 
rectaggle , le carré du côté AB qui contient cent fois le 
premier , d’après ce qui précède , ne sera donc que 
35 X 32 

fois dans le même rectangle , c’est-à-dire , X fl 

= (3+-|) ( 2 -J-f) fois, facteurs qui indiquent encore le 
nombre de fois que l^nité Jinéaire est contenue tant dans 
la base que dans la hauteur du rectangle. 

TIlÉOnÈME PREMIER. 

li’aire d’un rectangle est égale au produit de sa buse par sa hauteur. 

( fij^. 81 ). 

Nous supposons que la base et la hauteur soient com- 
mensurables entre elles. 
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Si l’on désigne par S la surlàce d’un rectangle, par 
B la base , par H la hauteur , et si l’on entend par B 

et H les rapports abstraits — qui indiquent les nom- 
bres de fois que la base et la hauteur contiennent l’unité 
linéaire , et par i' l’unité superficielle , on a , d’après 
les notions précédentes, 

S=i'X7X7=BxH. 

Supposons , en second lieu , que la base et la hàuteut 
soient incommensurables , ou qu’aucune sous^division de la 
hauteur ne soit exactement contenue dans la base : si 
l’on mesure la base GF avec une sous-division quelcon- 
que i de GK, elle sera contenue exactement dans une 
jiartie GO de GF avec un reste OF<;[I. Si l’on désigne 
par s la surface du rectangle GL, sa base GO par B', 
la hauteur G K par H, la surface du rectangle GE 
par S, la base GF par B, l’excès de S sur s par é', et OF 
par y j on aura 

s=S— J, 

et d’après le théorème, et en observant que B’=B— y, 
s=RXB'=HXB— vXH : 
égalant les seconds membres, .et ajoutant 3, il vient 
S=HxB— vXH + ^ 

Or la base GF et la hauteur G K étant données , là 
surface du rectangle GE est déterminée, ou, en d’autres 
termes , sous une base et une hauteur données , un rec- 
tangle ne peut avoir plusieurs surfaces ; il faut donc re- 
jeter de l’expression de S la partie J — 7 X H qui est va- 
riable ou arbitraire, puisque y et J diminuent lorsque i 
diminue , et deviennent nuis en même temps. On a donc 
encore S = H X B. 

4 


i 
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Corollaire. Conwne le carré n’est qu’un rectangle’ <Iont 
les côtés sont égaux ^ on aura en désignant toujours l’un 
des côtés par B , 

S=BxB=xB“. 

THÉORÈME II. 

L’aire d'un triangle est la moitié' de celle d’nn rectangle de m^me 
base et de meme liantcur. 

cas. Si le triangle DAB est rectangle {Fig. 8î) , sa 
surface est visiblement la moitié de celle du rectangle 
ADBC qui a même base DB, et même hauteur AD=CB. 

ir. cas. Si la perpendiculaire AD abaissée du sommet 
A sur la base ( Fig. 83 ) , tombe dans le triangle BAC, alors 
le triangle est composé de deux triangles rectangles A B D, 
ADC dont la sonune est la moitié de l’aire du rec- 
tangle BCGFdeméme base BC et de même hauteur 
AD. 

III*. cas. Si la perpendiculaire AD ( Fig. 84 ) est exté- 
rieure au triangle BAC, ce triangle est la différence des 
triangles rectangles CAD, BAD, c’est-à-dire, la moitié 
de la différence entre les rectangles CG AD et BFAD , 
ce qui fait la moitié du rectangle BCGF de même base 
BC et de même hauteur AD que le triangle. 

Corollaire I. La surface de tout triangle est donc 
égale à la moitié du produit de sa base par sa hauteur, ce 
qui est une manière abrégée de lire cette formule rigou- 
reuse 

^ S=i'X^Xyx”, 

S représentant la surface , i' l’unité superficielle , et 
S H * 

~ , “ , les rapports de la base et de la hauteur du trian- 
gle à l’unité linéaire. 
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CoMUdre II. Deux triangles ayant des b^s et des 
hauteurs égale», ou leurs sommets sur un parallèle à 
la base, ont donc leurs surfaces équivalentes, (déf. V ). 

Corollaire III. Les surfaces de deux triangles de même 
hase, sont comme les hauteurs, et les surfaces de deux 
triangles de même hauteur, sont dans le rapport des bases, 
ce qu’on tire aisément de la proportion S ; S'=B X H ; 
B'x H', S et S' représentant les surfaces, B et II la base et 
la hauteur pour la surface S, B’ et H' la base et la hauteur 
pour la surface S'. . 

Remarque. Tout polygone étant décomposable en 
triangles, on pent'en évaluer l’aire. 

THÉOHÈME m. 

La snrface d’an parallclograminc, eat'<%ale au produit de'aa base par 
■sa hauteur. ( Fig. 85). 

Soit le parallélogramme ABCD : sa surface est égale 
au double de celle du triangle ABC , puisqu’on a ACD = 
A B C ( lit. tliéor. V ) : cette surface est donc exprimée par 

2 rzrABxCH, eu étant la hauteur du 

triangle , et conséquemment celle du parallélogramme. 

Corollaire I. La surface du parallélogramme est donc 
équivalente à celle du rectangle A B B' A' quia même 
hase AB et même hauteur CII=rBB'= A A'. C’est ce 
dont on s’assure autrement , en observant que les deux 
triangles AA'D, BB'C sont parfaitement égaux , comme 
ayant les côtés égaux BB'=AA', BC=^AD, et l’angle 
b = a, en sorte que si à chacun d’eux on ajoute le tra- 
pèze ABB'D, il en résultera ABB'A==ABCD, éga- 
lité qui exprime l’équivalence des aires. 

Corollaire U. Les surfaces de deux parallélogrammes, 
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ayant des bases et des hauteurs égales , sont équiva- 
lentes. • 

Corollaire IIT. Les surfaces de deux parallélogrammes 
de même base , sont comme les hauteurs ; et les surfaces 
de deux parallélogrammes de même hauteur, sont comme 
les bases. C’est ce qu’on déduit de la proportion S : S' = 
B X H } X n'; S et S' désignant les surfaces , B et H 
la base et la hauteur pour la surface S , B' et H' la base 
et la hauteur pour la surface S'. 

, THÉORÈME IV. 


L’aire d’nn trapize se troore en mnitipliant Ia somme des denx bases 
parallèles par la hauteur et prenant la moitié du prodnit.(E(ÿ. 86). 


Soit le trapèze ABCD : sa surface est la somme des 
surfaces des triangles ABC, ACD; en sorte que CH 
étant une perpendiculaire aux côtés parallèles AD , BC , 
on a 


surf. ABCD= 


ADxCH , BCxCH (AD^BC)CH 


Remarque. On peut énoncer plus simplement l’ex- 
pression de cette surface : en effet, par le milieu I du côté 
AB, menons RL parallèle à CD; l’aire KLCD = CH X 
KD = CH X IM (théor. III); mais le triangle IBL 
étant égal au triangle AIR, comme il est aisé de le 
prouver, en observant que AI = IB , on aura BIRDC -f* 
aire AIR = BIRDC -f- aire LIB , c’est-à-dire , ABCD =: 
KLCD = IM X CH. Ainsi, l’aire d’un trapèze est 
encore exprimée par le produit de sa hauteur par une 
parallèle aux côtés parallèles , égaîement distante de 
ces côtés. 

On démontrera que le point M est aussi le milieu de 
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C D , en sorte que la ligne I M est menee par les milieux 
1 et M des côtés non parallèles. 

THÉORÈME V. 

Les surfaces de deux triangles qui ont un angle égal , sont entre elles 
comme les produits ou les rectangles des côtés qui compreuneuC 
l’angle cgaj. {Fig- 87 ). 

Soient les deux triangles DAE, BAC qui ont l’angle 
A commun ; tirez BEj les deux triangles AEB , AED 
qui ont le sommet E commun , et leurs bases sur la 
droite AB, ont même hauteur, et conséquemment leurs 
surfaces sont entre elles comme leurs bases AB, AD 
( ihéor. II , coroll. III ) ; on a donc 

AEB : AED = AB : ADj 

les deux triangles ABC , ABE qui ont le sommet com- 
mun B , et leurs bases sur AC , sont comme ces bases ; 
on a donc 

ABC : ABE = AC : AE; 

multipliant ces deux proportions par ordre , ou terme à 
terme, et obseirant que Faire AEB = ABE , on obtient 
ABC : AED = AB : AE X AD. 

Corollaire. Les deux triangles seraient donc équiva» 
lens, si l’on avait AC X AB •= AE X AD ( Fig. 88), 
c’est-à-dire, la proportion AB ; AD = AE : AC , ce qui 
aurait lieu , comme on le verra dans le chapitre suivant , 
si la ligne D C était parallèle à BE. 

• s. - 
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CHAPITRE VIL 

Des figures semblables. 

DÉFINITIONS. 

I. Deux figures sont dites semblables, lorsqu’elles ont 
les angles e'gaux chacun à chacun , et les côtés adjacens 
aux angles égaux , proportionnels : ces côtés entre les 
angles égaux , sont dits homologues : on appelle ainsi 
toutes les lignes qui ont la même position dans deux 
figures semblables. 

Deux 'figures égales sont toujours semblables, parce 
qu’elles remplissent les deux conditions que nous venons 
d’énoncer j en effet , les angles sont égaux chacun à 
chacun , et le quotient entre deux côtés homologues est 
toujours l’unilé. 

II. Dans deux cercles de rayons inégaux , on appelle 
arcs semblables ceux qui sont les mêmes portions des 
circonférences entières , ou qui renferment le même 
nombre de grades et sous-^isions du grade. On appelle 
secteurs semblables et segWe/# semblables ceux qui ré- 
pondent à deux arcs semblables. 

THÉORÈME PREMIER. 

Lorsqn’nn des côtes d'un triangle, tel que AB. est dirisé en tm certain 
nombre de parties égales, aux points C, D, E, F, etc., et que par cca 
points de division on mené des parallèles i un autre de ses côtés, 
tel que B P, ces parallèles divisent le troisième côté A P en un 
même nombre de parties égales AL, LM, MN, etc. {Fig. 89). 

Si par les points L, M , N, etc. , on mène les paral- 
lèles L(i , Mil , NI , etc. , à AB , il en résultera une suite 
de parallélogrammes CDGL, DEIIM, etc.; ainsi lea 


( 
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lignes AC, LG, MH, etc., seront égales entr’elles j crailleur.s 
les triangles LAC, MLG , îiMIl , etc. , sont parfaitement 
égaux , comme ayant tous un côté égal adjacent à deux 
angles égaux; savoir: pour les deux triangles LAC, 
MLG, par exemple, AC = LG, et les angles a = / , 
cz=g , etc. Ainsi AL = LM =MN , etc. 

Corollaire I. De la suite de rapports égaux 

AC : AL = CD : LM = DE : MN = EF : NO, etc., 
on déduit , par exemple , 

AE : AN =: EB : NP = .AD : AM , etc. 

Corollaire II. Si Ton a une ligne donnée AP à diviser, 
par’cxcmple , en six parties égales , on mènera une ligne 
AB faisant avec AP un angle quelconque , sur laquelle on 
portera , à partir de A , six parties égales et quelconques, 
on joindra le dernier point de division B au point P, et on 
mènera les parallèles CL, DM, etc. , à BP, et de cette 
manière la ligne AP sera divisée en six parties égales. 

THÉORÈME II. 

Tome droite DE menec parallèlement 11 l’iin des trois côtes d'im 
triangle qiiekomjiie , tel que BC, divise les deux antres côtes 
AB et AC, en p.irtics proportionnelles, c’cst-.’l-dirc, qu’on a, 
1”. AD: DB = AE: AC; a". AB : DB = AC : GE ; S”. AB : 
AD = AC; AE. (Fiÿ.ç^a). 

Ce théorème serait un corollaire du précéilent, dans le 
cas oit avant divisé AB et AC en un même nombre de 
parties égales , d’.ailleurs quelconques, AD et AE renfer- 
meraient le même nombre de ces parties : mais la démons- 
tration sitivante tirée du sixième livre des Elémens 
d’Euclide , est générale. 

i". La droite DE étant parallèle au côte BC, menoï 
les ligues BE et CD : les deux triangles ADE, CDE 


DH • L. 
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égaux en hanteur, parce qu’ils ont le sommet commun 
D, et les bases AE et EG en ligne droite , auront leurs 
surfaces dans le rapport des bases ( théor. II , coroll. 111 )j 
en sorte que 

ADE: CDE = AE:EC....(i)j 
de même les deux triangles AED, BED qui ont le som'^ 
met E commun, et pour bases AD, DB, donnent la pro- 

AED : BED = AD ; DB... . (2); 

mais les triangles DCE , EBD qui ont les sommets C et 
B sur ime parallèle CB à la base DE , ayant ainsi même 
base et même hauteur , sont équiyalens en surface 
(VI. théor. II , coroll. II ) : donc, dans les proportions (i) 
et (2) , les premiers rapports étant les mêmes, leJseconds 
forment une proportion , d’où on conclut 

AD: DB = AE; EC.... ( 3 ). 

2®. De cette proportion on déduit celle-ci ; 

AD + DB : DB = AE H- EC : EC , 
c’est-à-dire , 

AB:DB=AC:CE. 

3 °. De la même proportion ( 3 ), on tire encore 
AD -f. DB : AD = AE -j- EC : AE, 
c’est-à-dire , 

AB: AD = AC: AE. 

THÉORÈME III. 

Si les cAtés d’an triangle sont dirisà {nopordonnellcment par la ligne 
DE, ou de maoi^rc qu’il en résulté la proportion AD : DB = 
AE : EG , la ligne BE sera parallèle à la base BC. ( Fig. 90 ). 

Car du point donné D , on ne peut mener qu’une seule 
parallèle DE à la base BC, et(théor. II) on aurait 
AD:DB = AE:ECj 


portion 
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mais du même point D, on ne peut mener qu’un seule 
droite DE' qui partage le côte AC de telle manière qu’on 
ait AE' : E'C = AD : DB ; 

or, à cause du rapport commun , on obtiendrait 
AE:EC = AE'; E'C, 
d’ou l’on conclurait 

AC : AE = AC: AE', 

et conse’quemment AE=AE', ce qui est absurde : donc la 
droite DE' ne peut différer de la parallèle DE à BC. 

THÉORÈME IV. 

Deux triangles équiangles ont les côtà homologaes proportionnels et 
sont semblables. (Fig. 91). 

On peut toujours disposer les deux triangles de manière 
que les côtés homologues BC, CE soient dans la même 
direction BE, et qu’ils aient un sommet commun C; 
alors à cause de l’angle ô= c, CD sera parallèle à BA, et 
à cause de l’angle e = c, ED sera parallèle à CA. En pro- 
longeant les côtés BA, ED jusqu’en F, la figure CDFA sera 
un parallélogramme : or dans le triangle BFE, la ligne 
AC étant parallèle à FE , on a ( théor. II )' 

BC: CE = BA: AFouCD. 

Dans le même triangle BFE ouEBF, CD étant paral- 
lèle à la base B F, on a 

BC:CE = FDou AC:ED; 
ces deux proportions ayant le rapport commun BC ; CE , 
donnent cette suite de rapports égaux : 

BC : CE = BA : CD = AC : ED. 

Remarque. Les côtés qui forment les deux termes de 
chacun de ces rapports , sont ceux qui se trouvent oppo- 
sés aux angles égaux dans les deux triangles. 

Corollaire. Deux triangles sont donc semblables , lors- 


58 ÉLÉMENS 

qu’ils sont éqniangles, puistjue l’égalité des angles emporte 
la proportionnalité des cotés opposés j et comme de l’éga- 
lité de deux angles dans deux triangles , résulte celle des 
troisièmes angles , on peut dire encore que deux triangles 
sont semblables, lorsqu’ils ont deux angles égaux chacun k 
chacun. 

THÉORÈME T. 


Deax triangles (jni ont les côtes homologncs proportionnels , sont 
equianglcs , et cons^iMiumeot semblables. ( <ja }. 

Supposons que les deux triangles EDF, BAC soient 
tels qu’on ait 

AB : DE = AC: DF = CB : FE.... (i). 

Si l’on prend AG = DE, AH = DF, et qu’on tire 
G II , les deux premiers rapports de\iendront 
AB : AG =AC : AU, 

d’où l’on conclura ( théor. III ) que G H est parallèle à 
BC , et que le triangle AGH est semblable au triangle 
ABC : donc 

mais AB : DE = CB : FE I . 

Ainsi les deux triangles AGH, DEF sont égaux, et 
comme le premier est semblable au triangle ABC, on 
doit conclure qu’il en est de même du second. 

Remarque. Les côtés qui forment les deux termes de 
chaqtic rapport, dans la suite (i) de rapports égaux, sont 
précisément ceux qui se* trouvent op|X)sés aux anglea 
égaux , dans les triangles BAC , EDF. 


THEOREME VI. 


Denx triangles sont semblables , lorsqu'ils ont un angle t'g.'il compris ! 
entre côtes proportionnels. ( ). 

Soient dans les deux triangles ABC, DEF, l’angle 
« = d , et la proportion 
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AB : AC = DE: DF, ^ 
l’égalité de* angles a et d permet de donner au triangle 
DEF la position AGH dans le triangle ABC, et alors on 
a la proportion 

AB : AC = AG : AH, 

d’où l’on conclura que les deux lignes B C et GH sont pa-» 
rallèles , et qu’ainsi g =. b ^ ê , h = c =f: donc les 
^ • triangles ABC , DEF sont équiangles et conséquemment 
semblables. ( théor. IV, coroll. ). 

Remarque. Si l’on suppose que les triangles ABC, 
DEF soient équiangles , ce qui est le cas du théorème IV, 
on pourra placer le triangle DEF en AGH , en prenant 
AG = DE , AH = DF , et supposant l’angle A = D , d’où 
l’on conclurait c=.h,et HG parallèle à CB , et conséquem- 
ment la proportionnalité des côtés. 

Remarque géni<rale. Le rapport constant des côtés est 
pour les triangles semblables , ce qu’est l’égalité des côtés 
pour les triangles parfaitement égaux ; en sorte que si le 
rapport de deux côtés homologues dans deux triangles sem- 
blables , est un rapport d’égalité , I^jjpiilitude de ces trian- 
gles se change en égalité , puisqu’a^rs les côtés sont égaux 
chacun à chacun -, ainsi deux triangles qui ont les côtés 
proportionnels , ou un angle égal entre côtés proportion- 
nels , deviendraient égaux , si deux côtés homologues de- 
venaient égaux. 

THÉORÈME VII. 

Denx triangles qui ont les côtû homologues parallèles ou perpendi- 
culaires chacan il chacun , sont semblables. 

1 °. {Fig. g3). Si le côté AB est parallèle à DE, BC à EF, 
'1 CA àFD, on aura (IL théor. VII) ô = donc 
aussi c~f-y les deux triangles sont donc équiangles et 
conséquemment semblables. 

Remarque. Il faut observer que les parallèles à CB et à 
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CA ne pexjyent être EF” et DF" , puisqu’il ne peut y avoir 

de triangl^u-Jessous de DE. 

3!®. (ftff. 94)' Soient le triangle ABC et un autre triangle 
' A'B'C fornné par les côtés B' A', C'B', A'C' perpendiculaires 
aux côtés BA, CB, AC j dans le quadrilatère FB' GB , cha- 
cun des angles F et G étant droit , on a B -f- FB'G = 2 * 

( III. tliéor. IV) ; mais FBD-4-A'B'C'=2‘‘ j donc B^rAU'C'. 

De même, dans le quadrilatère AFA'H, chacun des angles • 
Fetllestdroil, donc A-j-FA*H = 2 “*, mais FA^II -f- C'ATî^ * 

^= 2 “* J donc A=C'A'B' : conséquemment l’angle C= A'G^B'j 
donc enfin les deux triangles sont équiangles et semblables. 

Remarque générale. Dans le premier cas , les rapports 
égaux s’établissent entre les côtés parallèles , et dans le 
second , ils s’étabbssent entre les côtés perpendiculaires. 

On peut varier de plusieurs manières la position du 
triangle A'B'C. 

THÉORÈME vm. 

La ligne DB ijni divise egalement l’angle ABCd'iin triangle, divise 
la b.ise A C en deux segraens AD et DG tels qu’on a la propor- 
tion A D : DC =. B.^^C. 

Les triangles ABI^DBC .ayant leur sommet en B et 
leurs bases en ligne droite , sont comme leurs bases : 
ainsi ABD : DBC = AD : DC. 

Prenons sur le côté BC B A une partie BA' — B A ; 
les triangles A BD et DBA' seront égaux, comme ayant 
l’angle ABD = DBA', compris entre B A = B A', et le 
côté commun B D j mais les triangles BDA' et BDC ayant 
même sommet D et leurs bases en ligne droite , on a 
BDA'ouABD:BDCr=BA'ouBA: BG : 
ces deux proportions ayant le même premier rapport, les 
seconds rapports sont égaux j c’est-à-dire qu’on a 
AD;DC = BA:BC, 


Digitizea by Google 



DE GÉOMÉTRIE. 

THÉORÈME IX. 


/ 


fil 


Les lignes AF, AG, etc. ,* raences comme on voudra par le sommet 
d'on triangle , divisent la base B C et sa parallèle DE proportion- 
nellement, c’est-à-dire qu’on a BF:D1 = FG:IK=;GH: 
KL = HC:LE. (Fig.gS). 

Les triangles semblables ABF, ADI donnent la pro- 
portion ( tbéor. II ) 

BF:DI=AF: AI. 

Les triangles semblables AFG-, AIK. donnent 
FG : IK = AF ! AI = AG ; AK. 

Les triangles semblables AGH, AKL donnent 
GII : KL = AG ; AK = AH : AL. 

Enfîn les triangles semblables AHC , ALE donnent 
HC: LE = AII; AL. 

Tous les premiers rapports sont égaux , parce que les 
seconds le sont , et ils forment la suite de rapports égaux 
éuoncée. 

Corollaire. Si les parties BF, FG, GH, HC sont 
égales , il en sera de même des parties DI, IK, KL, LE. 

THÉORÈME X. 

Si de l’angle droit d’on triangle rectangle, on abaisse la perpendicu- 
laire AD sur l’bypotènuse , i°. les deux triangles' partiels A BD, 
ACD seront semblables entre eux et au triangle total ABC; 
a°. chaque côté AB ou AC de l’angle droit , sera moyen proportion- 
ne] entre l’hypoiénose BC et lu segment adjacent B D ou DC; 
3° la perpendiculaire AD sera moyenne proportionnelle entre les 
deux segmens BD, DC de l’hypoténuse. (Fig. 97 ). 

1®. Les triangles B AD, BAC sont semblables , comme 
ajant l’angle A commun et l’angle droit rl = A s donc le 
troisième angle a est égal au troisième angle c ; ces deux 
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triangles seront donc équiangles et semblables. On proU'» 
vera de même la similitude des triangles ADC, ABC, • 
d’oii il résulte que les trois triangles BAD, DAC,BAC 
' sont semblables. 

2^'. Dans les triangles semblables BAD , BAC, on a la 
proportion 

BD : AB = AB : BC.... (i). 

Les triangles semblables DAC , 6 AC donnent celle-ci 
DC; AC=AC:BC....( 2;. 

Les triangles BAD, DAC, semblables à cause de l’angle 
fl = c , et des angles droits d et <ï, d’où b = a', four<* 
nisscnt la proportion 

BD: AD = AD: DC.... (3'. 

Corollaire I. Les proportions (i) et (2) donnent 
Xb“ = BDxBC, jü:* = DCXBC: 
en ajoutant ces deux égalités , on trouve cette propriété 
remarquable 

AB“ + ÂC“ = BC ( BD -I- DC ) = BC X BC = BC‘, 

qu’on énonce ainsi (YI. théor. I, coroll. ): le carré fait sur 
rhj-polénuse B C d'un triangle rectangle , est égal à la 
somme des carrés construits sur chacun des côtés A B , 
AC de l'angle droit. 

Corollaire II. Si sur l’hypoténuse BC, on décrit une 
demi -circonférence, elle passera par le sommet A de 
l’angle droit ( V . théor. II , coroll. I ) , et conséquemment 
on aura ces propriétés : 

1°. D’après (3), la perpendiculaire AD est mryervie 
proportionnelle entre les deux segmens BD, D C 
diam'etre; 

2°. D’après (1) et (2) , la corde AB est moyenne pro^ 
portionnelle entre le diamètre B C cl le segnwnl adja-^ 
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cent BD ; la corde AC est moyenne proportionnelle entre 
BC et le segment DC. 

Corollaire III. Les proportions (i) et (3) donnent 
ÂB* : ÂD“ = BD X B’C : BD X DC = BC : DC. 

Les proportions ( i ) et ( 2 ) donnent 
ÂB* : ÂC“ = BD X BC : CD X BC = BD : CD. 

On a aussi 

ÂC* : BG*= CD X BC.: BC* = CD : BC. 

THÉORÈME XI. 

La droite qoi joint le sommet B de l’angle droit, avec le milieu F de 
riiypote'nuse A C , partage le triangle rectangle ABC en deux 
triangles isocèles B F A , B F C. ( Fig. 98 ). 

Si du milieu F de l’hypoténuse BC, on mène FG pa- 
rallèle à BC , on aura B G = GA , parce que AF — F C : 
donc A F = FB comme obliques qui s’écartent également 
de la perpendiculaire FG : conséquemment FB = FC. 

THÉORÈME XII. 

Les surfaces de deux triangles semblables sont entr’elles comme 
les carres des côtes homologues. ( Fig. gg ). 

Soient les angles a A = e j on aura (VL théor. V), 
è cause àe a = d, 

ABC:DEF = ABxAC;DExDF....(i), ' 

et à cause de la similitude des triangles ABC, DEF, 

AB : DE = AC : DF. 

Si l’on multiplie cette proportion terme à terme par la 
proportion identique , 

AC : DF = AC: DF, 


ÉLÉMENS 


«4 

on aura celle-ci ; 

ABX AC:DExDF = AC*:DF’....(a:; 

, donc à cause d’un rapport commun dans les proportions 
(i) et (2} , on écrira 

ABC ; DEF = Âc* s dF*> 

mais de la suite de rapports égaux 

AC ! DF = AB: DE = BC : EF, 
on conclut 

ÂC* : DF* = ÂB* : DË* = BC* : ËF* 
et conséquemment 

ABC : DEF = ÂC* ! DF*=ÂB* : DË*=BC* ! 

THÉORÈME XIII. 

Les parties de deux cordes A B , C D qui se coapent dans nn cercle, 
sont réciproquement proportionnelles j c'est dire qu’on R 
AO : CO = DO;OB. (/ïiÿ. 100). 

Joignant A et C, D et B, l’angle a~d, comme 
ayant pour mesure la moitié de l’arc CB , et c=& comme 
ayant pour mesure laraoitiéde l’arc AD: les triangles AOC, 
DOB sont donc semblables , et on en tire la proportion 
énoncée. 

Corollaire. De cette proportion on déduit 

AOxOB = DOxCO, 

égalité qui exprime que le rectangle des deux parties 
d'une corde , est égal au rectangle des deux parties de 
l'autre. 
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théorème XIV. 

Si d un point 0 pris hors d’on cercle, on mène les sécantes O B, O C, 
les sécantes entières seront réciproquement proporlionnelles à 
leurs parties extérieures j c’est-à-dire qu’on aura Ü B : O G = 
OD ; OA. {Fig. loi ). 

En Joignant A et C , B et D , les deux triangles sem- 
blables O AC f OOB , à cause de l’angle ^ c et de l’an- 
gle O commun , donnent la proportion énoncée. 
Corollaire. De cette proportion on déduit 

OBx OA = OCxOD; 

c’est-à-dire, le rectangle fait sur une sécante et sa partie 
extérieure, est égal au rectangle analogue sur l’autre sé- 
cante. 

■ THÉORÈME XV. 

Si d’nii même point pris hors d’un cercle, on mène une tangent* 
O A et une sccante OC , la tangente sera mojfenne proportion- 
nelle entre la sécante et sa partie extérieure j c’esi-à dire qu’on 

aura OC; OA = O.A: OD. (Fr^. loa ). 

En joignant les points A et C , A et D , on a les deux 
triangles semblables OAC, OAD, à cause de l’angle 
O A D = c , et de l’angle O commun , d’où l’on déduit la 
proportion énoncée. 

Corollaire I. Cette proportion donne 
üÂ“ = OCxOD, 

donc le carré fait sur la tangente, est égal au rectangle 
fait sur la sécante entière et sa partie extérieure. 

Corollaire II. On aurait de même à l’égard de la tan- 
gente OB , la propriété 

ÜB* = OC X OD, 

donc ÔÂ* = ÔB* , d’où l’on conclut , en extrayant la ra- 
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cine carrée de part et d’autre , OA = OB. Ainsi, si d’un 
point O , on mène deux tangentes à un cercle , la j>ortion 
de ces tangentes , entre O , et les points de contact A et B, 
sont égales. Donc la ligue qui joint le point O , aii centre 
M du cercle , est perpendiculaire sur le milieu de la corde 
AB, et divise également l’angle AOB du triangle iso- 
cèle AO B. 

PKO BLÊME. 

Diviser une ligne AB en moyenne el extrême raison, c'est-à-dire, 
en (leux |)arti<‘S tclics que la plus gmnde soit nioyeune propoiiion- 
nelle entre lu ligue entière et i'uutrc partie. ( io3 }. 

A l’extrémité B de la ligne AB, élevez la perpendicu- 
laire BC égale à la moitié de AB, du point C comme 
centre et du rayon CB décrivez une circonférence , tirez 
AC qui. coupera la circonférence en D et E , et prenez 
AF = A D : la droite AB sera divisée au point F en deux 
parties telles qu’on aura AB: AF = AF : F B. 

En effet, AB étant perpendiculaire à l’extrémité du 
rayon CB, est une tangente , et on a ( tliéor. XV ) 

AE : AB = AB: AD, 

donc 

AE — AB : AB = AB — AD : AD^ 

mais BC étant , par construction, la moitié de AB, ou a 
DE — AB , et la proportion précédente devient 
AD ou AF :AB=r;FB:ADouAF: 

écrivant les conséquens à la place des anlécédens, et 
réciproquement, on trouve 

AB: AF = AF : FB. 

Remarque. De ce que AB est > AF, il suit que 
AF > FB. 
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THionÈHE XVI. 


Cj 


>*. Deux polygones semblables sont composas d'un même nombre ds 
triangles semblables chacun h chacun , et scmblubleiiicnl disposes; 
a”. reciproqueiueiit,deux polygones composes d un même nombre 
de triangles sembl:d>les et semblablement disposes , sont sembla- 
bles. (fig. io 4 ',. 

I®. Des angles A et F qui sont deux angles égaux, 
menez les diagonales AC, .\D, FH, FIj les triangles 
ABC, FGH sont semblables ( théor. VI ) , connue ayant 
l’angle b — g compris entre les côtés A B et BC propor- 
tionnels aux côtés F G et GH : donc l’angle c := h •, mais 
l’angle C = H, donc l’angle c — h’ : d’ailleurs à cause de 
BC : GH = CA : HF — CD : HI, il en résulte que les 
deux triangles A CD, FHI ont un angle égal c ~h\ 
compris entre côtés proportionnels , (ju’ainsi ils sont sem- 
blables ; on a donc angle d — i] d’ailleurs l’angle D=I, 
donc angle ; d’une autre part, CD : III = DA : 

IF =DE:IK; donc les deux triangles A DE, FIK 
ayant un angle égal entre côtés proportionnels , sont sem- 
blables. 

2°. Les deux triangles ABC , FGH étant semblables , 
on a ô = g- , f r= /j , d’où a~f) et conséquemment A B : 
FG = BC : GIl = AC : FH J d’ailleurs la siinililude 
des triangles A CD, FHI , donne c=.h' , d=zi , à~f et 
AC ; FH = CD : III= AD : FI. Enfin les deux trian- 
gles semblables ADE, Fl K donnent d ~ î, e — ky 
d =/', et AD : FI = DE : IK == EA : KF. Oa 
trouve donc b z=z g , c c -=.h /r^ouC = H, d d'=. 
i 1 y ou D = I , e = k ou E == K , a a' -f- r:" = 
y-hf ou A = F^ ensuite AB : FG = BC ; GH = 
CD : HI = DE : IK = EA : KF. 
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THÉOnÉME XVII. 

1 #^ Les contours ou perimetres de deux polygones semblables , sont 
comme les côtes homolt^ucs; a®, les surfaces sont comme les 
carres de ces mêmes côtes. ( Fig. io4 ). 

i®. Puisqu’on a, parla définition de ces polygones, 
AB : FG=BC : GI1=CD : HI=DE : 1R = EA : KF, 
on conclura ( Aritli. ) : 

AB + BC + CD+DE + EA:FG + GH + HI + 
IK + KF = AB : FGrxrBC : GH : etc. 
a”. Puisque les triangles ABC , FGH sont semblables, 
on a ( théor. XII ) 

T . ABC : T . FGH=ÂB* ; FG*t 

par la meme raison , 

T . ACD : T . FHI = CD* : HÏ* = AB* : FG*: 

pareillement, 

T . ADE : T . FIK = DE’ : ÏK* = ÂB“ : FG*. 

Donc , à cause du rapport commun , on a cette suite de 
rapports égaux , 

T . ABC : T . FGH==T . ACD : T . FHI = T . ADE : 
T. FIK, 

et conséquemment la somme des antécédens , c’est-à- 
dire , la surface du premier polygone , est à la somme des 
conséquens , ou à la surface du second polygone , comme 
un antécédent quelconque , est à son conséquent , ou 
comme le. carré d’un côté quelconque est au carré de son 
homologue. 


« 
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TBiORÉME XTIK. 

Si d’nn poinl quelconque O, pris an dedans on an deliors«d'nn 
polygone , on tire des diagonales & tons les angles de ce polygone, 
et que d’un point quelconque H pris sur la diagonale OA, on 
mène H1 parallèle à AB, de 1 la parallèle IR. à B C, de K la 
parallèle RL à CD, etc., le polygone HIRLMN sera sem- 
blable au polygone ABC DEF. ( Fig. io5 }. 

Par suite de cette construction , l’angle i = b , l'angle 
i — b' , donc l’angle I = B : on prouverait de même 
l’égalité des angles K et C , L et D , etc. D’ailleurs les 
triangles semblables O A B, OHI donnent 

AB : HI = OB:OI. 

Les triangles semblables OBC , OIK donnent 
BC:IK = OB; OI=OC :OK. 

On a de même 

CD;KL = OC: OK = OD:OL 
DE:LM = OD; OL = OE; OM,etc. 

A cause d’un rapport commun dans toutes ces propor- 
tions , on en conclut la suite de rapports égaux 

AB:HI = BC:IK = CD: KL=DE; LM,etc. 
Les deux polygones ayant tous les angles égaux et tous 
les côtés autour de ces angles proportionnels , sont sem- 
blables. 

Remarque. De même que la coïncidence de deux 
figures prouve leur parfaite égalité, ainsi l’on conclura la 
similitude de deux figures , dès. qu’il sera possible de leur 
assigner la position concentrique des deux polygones que 
nous venons #e considérer. On a déduit de là la construc- 
tion de l’instrument appelé pantographe , et qui sert à ré— 


-O ÉLÊMKNS 

(luire une grande figure à une plus petite qui lui soit sem- 
blable. 

Refnarque génératc. On a th existe par rapport aux triaii'» 
frics scalèurs, trois caiactèies rll^iiiicu de^alite^ et nous Tenons de 
rccomi titre, par lapport aux mêmes triangles , trois caractères de si-^ 
xmlitude ) en o!>sei'v.int que le parallcHsiiTe et la perpendicnlaiilê des 
eètes reviennent itnmediiiiement h Jcgalitc des angles, puisqu’on 
faisant faire h l'nn des côtes perpendiculaires un quart de conversion, 
CCS côtes deviennent parallèles. 


CHAPITRE VIII. 

Du carré de l'iiypoléunse , et théorèmes analogues 
et dépendans. 

TnÉORÈME PREMIER. 

Le carre fait sur l*hypotênnse d’un triangle rectangle, est égal h U 
somme des carres faits sur les deux autres côtés de l’angle droit* 
(Fig. 106). 

Soit A l’angle droit : ayant construit des carre's sur les 
trois cotc's , abaissez de l’angle droit sur l’hypole'nuse la 
perp<'ndiculaire AD prolongée Jusqu’en E, et tirez les 
lignes AF, UC, AG, BI: l’angle ABF est composé de 
l’angle ABC plus l’angle droit CBFj l’angle CBH est 
composé du même angle ABC plus l’angle droit ABHj 
donc l’aiigle ABF ~ IIBCj mais AB = BH comme 
côtés d’un même carré , et BF — BC par la même rai- 
son ; donc les triangles ABF, HBC ont un angle égal 
compris entre côtés égaux, donc ils sont égaux. Or le 
triangle -\BF est la moitié du rectangle EF qui a 
même base BF et même hauteur AO = BD (VI. tb. II J j 
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le triangle HDC est pareillement la moitié du carré 
Ali J car l’angle B. 4 C étant droit ainsi que BAL, la ligne CAL 
est droite } d’où il résulte que le triangle li B C et le carré 
AH qui ont la base commune BH, ont aussi même 
Lauteur CN = AB : donc le triangle est la moitié du 
carré. Ainsi le rectangle BDEF, double du triangle 
ABF, est équivalent au carré AÛHL, double du triangle 
II B C. 

On prouvera de même que le triangle AGC est égal 
au triangle IBC, que le premier triangle est la moif|i 
du rectangle DEGC, et que le second est la moitié du 
carré» AGI K : conséquemment la somme des deux rec- 
tangles BDEF, DEGC, c’est-à-dire, le carré B G "est 
égal à la somme des carrés AH, AI. 

Corollaire I. Les surfaces des carrés BG, BL, CK 
sont BC*, BÂ’, CÂ* (VI. théor. I , coroll. )} donc BC“ — 
B A“ -+- CÂ“, propriété déjà obtenue ( VII. théor. X , 
coroll. 1 ), et de laquelle on tire BA“= BC“ — 

Corollaire II. soient A B CD un carré , AC sa diagonale 
{Fig. 107 ): le triangle ABC étant rectangle et isocèle , on 
aura ÀC“ = AB“ -f- BC* = 2AB*J doue le carré fait 
sur la diagonale A C d'un carré, est double du carré fait 
sur le côté. 

Corollaire III. Le carré A H est équivalent au rec- 
tangle BE {Fig. loG) , et comme ce rectangle et le 
carré B G ont la hauteur commune B F, on a 

ÂB* ! BC* = BD : BC, ou BC* : AB^= BC : BD, 
ainsi le carré construit sur l’hjpoténuse , est au carré 
d’un des côtés de l’angle droit , comme l'hjpolénuse est 
au segment adjacent ou correspondant au côté. Oa au- 
rait de même 

BC* : ÂC* = BC ; CD. 
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Corollaire IV. Lps rectangles BE, CE fie même hau- 
teur ( Fig. I o6 ) , sont entre eux comme leurs bases BD et 
DC ; d’ailleurs ik sont equivalens aux carres XB“ et AC’ ; 
donc 

ÂB* : ÂC“ = BD : DC. 

Donc les carrés des deux côtés de l'angle droit, sont 
entre eux comme les segmens de Vhjpoténuse , carres-, 
pondons à ces cotés. 

Nous donnerons ne cette importante proposition , due 
îrt’ythagore , une autre démonstration tirée des réci.* 
proques ('*'). ^ 

Soient toujours le triangle B AC rectangle en A , et les trois 
carrés construits sur les trois côtés (Fig. i o8) : par les points 
B et C, menons BP, CP parallèles aux côtés AC, AB : 
ces lignes seront les prolongemens des côtés BII , CI , 
et le triangle BPC ainsi construit, sera égal au triangle 
ABC. Des points G et F, abaissons sur CP et BP les 
perpendiculaires GQR , ERS ; on formera de cette iua-« 
nibre trois triangles QGC,RFG,SBF égaux chacun 
au triangle B CP, et le carré BCGF se composera de ces 
quatre triangles, et du carré PQRS. Prenons AO = 
■\L = AB, et achevons le carré AOML, puis CN = 
AB, et par le point N menons ND parallèle à AKj 
enfin, prolongeons MO jusqu’à la rencontre de ND en 
E , et joignons NI et NM. I.a figure LCIROM qui est 
la somme des'garrés formés sur les côtes AC et AB, 
sera ainsi décomposée dans les quatre triangles LNM, 


(*) Cet on-rrape, qui renferme la démonstration des piopo.siiioni 
inverses de la Géométrie de M. Legendre, est suivi d’un recueil fort 
étendu de problèmes et théorèmes de géométrie : il se trouve chez 
madame veuve CoBreéer. 
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MNE, N DI, NCI égaux au triangle ABC, et dans le 
carré OKDE égal au carré PQRS, puisqu’ils ont l’iin 
et ,1’autre pour côtés AC — AB. Ainsi le carré construit 
sur BC vaudra la somme des carrés construits sur AC 
et AB. 


THiORÈUE II. 

Soit nn triante qnciconqiic ABC, que snr les côlds AC et .\R, 
on cODstruiie deux parallélogrammes quelconqacs CE, B F ; 
qn’on en prolonge les côtes DE , K F josqn’à lenr rencontre en H , 
que par H et par A on mène la droite I^A prolongée jnsqu’è la 
rencontre de B C en L, qn’on prolonge A L de L M = H A , euGn 
qu’on construise le par.allèlogramme B N dont le côté CM soit 
égal et parallèle & L M ; je dis qnc l'aire de ce parallclogranimc est 
égale à la somme des aires des parallélogrammes BF et C& 
(Fig. 109 ). 

Prolonger les côtés NC, OB jusqu’à ce qu’ils ren-, 
contrent DE, KF en R et P, et tirez PR : les lignes 
CR et AH sont égales , comme parallèles comprises 
entre les parallèles CA, DH; il en est de même des 
lignes BP et AH ; donc CR = BP = LM, et comme 
«Railleurs CR’ et BP sont parallèles, il s’ensuit que la 
ligure BPRC est un parallélogramme égal en surface 
au parallélogramme B N ; il est clair que les parallé- 
logrammes RL, CH sont équivalons, puisqu’ils ont 
même base R C , et qu’ils sont compris entre les paral- 
lèles RC , HL : par la même raison , les parallélo- 
grammes PL, BH sont équivalons : et il en est de même 
des parallélogrammes DA et CH , KA et BH : on conclut 
donc 

CRPB ou CBON = CRHA + BPHA = CDE A A 
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THÉORÈME III. 


Dans tont triangle qui a un angle obtus A B C , si du sommet A , on 
ab.ii&»e la pcrpcndit ulaire A F sur le piolongement de C.!B , on aura 

AC* =’ÂB‘ +'BC’‘ + 2"bc XTTF'. {Fig. iio). 

Faites sur AF et CF les carrés A FED, CF KM, me- 
nez BL perpendiculaire sur C F, et après avoir pris KG= 
MI = B F, menez GI. On alecarréde AC égal à la soimne 
des carrés de AF et CF ( théor. I ) j le carré de AC est donc 
composé, i“. du carré de AF qui est A FED; 2 °. du 
carré de BF qui est G H LK j 3“. du carré de BC qui est 
BCIIij 4°. des deux rectangles BHGF, HIML, égaux 
entre eux, puisqu’ils ont pour côtés BC et BF : or le carré 
de AF plus le carré de BF valant ensemble le carré de AB, 
il en résulte la propriété énoncée. 

Corollaire. Si du carré de AC on ôte la somme des 
carrés de AB et de BC , il reste 2 BC X BF, et ce reste 
divisé par 2 BC qu’on connaît, donne pour quotient 
B F, ce qui fait connaître la position de la perpendi- 
culaire AF. 

THÉORÈME IV. 

Dans tout triangle qui a nn angle aigu ABC, si du sommet A oa 
abaisse la perpendiculaire A F anr BC, on aura 

■ÂC* + -BC* — all'X ¥C • (fFig. lit). 

Ayant construit sur AF et sur BC deux carrés, pro- 
longé la ligne AF jusqu’en G, et pris IIL ~ IM = BF, 
le carré de la ligne AC sera égal au carré de AF plus au 
carré de F C qui est F K !\I C : il sera donc >^oinposé , 1 °. du 
carré de AF j du carré de BC, dont 41 faudra retrancher 
les deux rectangles égaux B FG H, lIlLMj mais comme 
par cette soustraction , on aura ôté deux fois le carré 
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B F, c’est -à -dire , a. HGKL, tandis qu’on ne devait 
l’ôter qu’une fois , il faudra au reste ajouter une fois 
ce dernier carré , c’est-à-dire le carré de Bt", lequel pris 
avec le carré ÂF, fait le carré AB. Ou a doue ainsi la 
propriété énoucée. 

Remarque!. On conclut- de ces deux derniers théo- 
rèmes , que l’inverse du théorème de Pythagore est vrai , 
c’est-à-dire , qu’un triangle est nécessairement rectangle , 
lorsque le carré d’un de ses côtés , est égal à la somme des 
carrés des deux autres. 

Remarque II. Le théorème de Pythagore n’a été dé*- 
montré que pour les carrés : cependant il s’étend à trois 
figures semblables , qui auraient pour côtés homologues 
l’iiypoténuse a et les deux côtés b et c de l’angle droit : 
car. désignant par S, S', S" les, surfaces de ces figures , 
on a ( VII. théor. XVII ) , 

S : n» = S': i» = S" : c*; 

d’où S’ -f- S" : ô* -h c* = S' : ô’ = S : a* ; or. à cause 
de ü* = ô* c* ( theor. I ) , on a S = S -f- S . 

THÉORÈME V. 

Le carré de toute ligne AB com{Hisce de deux parliei AC et C B , 
contient les carrés de chacune de ces parties, plus deux fois le 
rectangle formé sur ces deux parties. ( Fig. tu). 

Sur la ligne A B = AC -f- C B , construisez le carré 
AÇ, et sur AC construisez le carré AF j prolongez 
DF et CF jusqu’en £ et I : il résulte de cette construction 
que 

carré AH = carré .\F -|- carré FP -j- rect. CE -j- rect. DI; 
or ces deux derniers rectangles étant égaux, à cause de 
CB = DG et C F = D F, l’égalité ci-dessus devient 

ÂB* = ÂC* -f- fÎB* -f- 2 CB X AC. 
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Ce the'orème peut être énoncé plus généralement ainsi 
qu’il suit : 

. * THéOSÈME VI. 

Le carré de lorile ligne composée d’un nombre quelconque de par- 
ties, contient tous les c.irics constrnits sur chacune de ces parties 
prises séparément , plus deux fois chacun des rectangles qu’on peut 
former en les multipliant deux !i deux. ii3). 

Soient AC, CD, DB les trois parties d’une ligne 
AB: le carré AO construit sur AB contiendra, i°. les 
carrés AG , GM , MO construits sur AC , GH = CD, 
MK = DB; 2 °. les rectangles égaux CH, EL cons- 
truits sur AC et CD; 3®. les rectangles égaux DF et IP 
construits sur AC et DB ; 4'’- les rectangles égaux LQ , 
HR construits sur CD et DB. 

THiORÈHE VII. 

Le carré de toute ligne égale à la différence de deux lignes , contient 
la soiumc des carrés construits sur chacune de ces parties, moins 
le double de leur rectangle, (fiff. lia). 

Soit AC = AB — BC ; construisez le carré AF sur AC, 
et sur A B le carré AH , et prolongez les lignes CF et DF 
jusqu’en I et E; il en résultera 

carré AF= carré AH — rect. CH — rcct. DI 

= carré AH -{-carré FH — rect. CH — rect.DH 
= ÂB® -I- CB® — 2 CB X AB. 

THÉORÈME VIII. 

La différence des carrés de rieqx lignes, est e'gale an rectangle ayant 
pour c6lés la somme et la dillérence de ces deux ligues. ( 1 14 }• 

Soit BC t= BD; les lignes données seront AD = 
AB -I- BD r= AB BC et AC =: AB — BC =.AB 
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-—BD. Qu’on construise le rectangle AH ayant pour 
côtes AD et AE = AC , sur AB le carre AL , et sur 
A C le carré AG. Cela posé , on aura 
rect. AH — carré AL — rect. GI — carré GL rect. BH; 
or rect. GI rect. BHj donc 

rect.*AH =: carré AL — caré GL , 
c’est-à-dire , 

( AB -I- BC) ( AB — BC ) = ÂB‘ — BC*. 

THÉORÈME IX. 

) 

Dans un triangle quelconque ABC, si l'on mène dn sommet an 
milieu E de la base , la droite AF, on aura 

ÂB’* -f- ÂC* = 2 ÂË* + 2 'Bl*. {Fig. ti5), 

Abaissez la perpendiculaire AD sur la base BC; 
l’angle AEC étant aigu , on aura ( théor. IV ) 

ÂC* = AË“ -1-ÈC“ — 2 EC xEDj 
mais l’angle AEB étant obtus , on aura ( théor. III ) 

ÂB* = ÂÊ*-f ÊB‘-f-2EBXEDj . 
ajoutant ces deux égalités membre à membre , et obser- 
vant que E B = E C , on trouvera la propriété énoncée. 

THÉORÈME X. 

Dans tout parallélogramme , la somme des carrés des côtés, est <%ale 
à la somme des carrés des diagonales. ( Fig. 1 16 ), 

Les diagonales AC, BD se coupant mutuellement en 
deux parties égales au point E ( III. théor. V ) , le triangle 
ABC, donne 

ÂB* -H BC* = 2 ÂË* -f 2 BË*; 

le triangle ADC donne pareillement 

> AU* + ÜC* = 2 ÂË* -f 2DË* ; 
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ajoutant ces deux égalités membre à membre , et obser- 

vaut que B£ = DE , on aura 

ÂB* + ÂD* + BC* + DC* = 4ÂË* + 4ÜË* ; 

Mais 4ÂË* étant le carré de aAE ou de AC, et 
4DË* étant le carré de aDE ou de , la dernière 
égalité rend l’énoncé. 


CHAPITRE IX. 

Des polygones réguliers insciits et circonscrits 
au cercle. 

DÉFINITIONS. 

I. Un polygone qui est à la fois équiangle et équilatéral, 
ou qui a tous ses angles et scs côtés égaux , s’appelle 
polygone r<:gulier. Il y a des polygones réguliers de tout 
nombre de côtés : le triangle équilatéral et le carré rem- 
plissant les deux conditions énoncées, sont des polygones 
réguliers. 

II. On appelle centre d’un polygone régulier, le point 
intérieur également distant de tous ses sommets , point 
que nous déterminerons j apothème , la perpendiculaire 
menée du centre sur l’iin des côtés du polygone ; angle au 
centre, celui qui a son sommet au centre , et qui s’appuie 
sur un côté du polygone. 
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Deux polygones réguliers d’un m^mc nombre de cAtcs, sont deux 
figures semblables. (-Fiÿ. iiy). 

Soient , par exemple , les deux hexagones réguliers 
ABC DEF, abcdef: la somme des angles dans chacun de 
ces polygones, est égale à huit angles droits (III, ihéor. IV^ 
,1’angle A est la sixième partie de celte somme , ainsi que 
l’angle a j donc , d’ahord , A = n,B = />,C=c, etc. 
De plus , puisque par la définition de ces polygones , les 
côtés AB, BC, CD, etc., sont égaux, ainsi que les 
côtés ab , bc , cd , etc. , on a nécessairement cette suite 
de rapports égaux 

AB : ab ~ EC ; bc — CD ; cd = DE : de , etc , 

ces deux figures ayant des angles égaux entre des côtés 
proportionnels, sont donc semblâhies ( VII. déf. I ). 

Corollaire. Les périmètres de deux polygones régu- 
liers sont donc entre eux comme deux côtés homologues , 
et leurs surfaces comme les carrés de ces mêmes côtés 
(VII. théor. XVII). 

THÉORÈME It. 

Tout polygone régulier peut être inscrit dans un cerele et Int être 
circonscrit. {Fig. ii8). 

I®. Soit ABCDEF le polygone dont il s’agit : on peut 
toujours faire passer une circonférence par les trois 
points A , B et C ( IV. théor. VIT ) : soit O son centre, 
duquel on abaisse la perpendiculaire OP sur la corde 
B C , et qui le sera sur son milieu. Joignant le point O 
aux points A, B, C et D, les quadrilatères A BP O, 
PCDO'seront superposables; car en pliant la figure sui- 
vant OP, le côté PB prendra la direction de PC, à 
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cause clés angles droits en P, et le point B tombera en C, à 
cause PB=PCjmaisparcequerangIe PBA = PCD, le côté 
BA prendra la direction CD, et le point A tombera en D, 
parce que tous les côtes sont égaux : donc la distance OD= 
OA, et conséquemment la circonférence des trois points A, 
B , C passera par D. On prouvera de la même manière 
qu’elle doit passer par les autres sommets E , etc. Donc 
le polygone sera inscriptible à la circonférence. 

2°. Toutes les cordes AB, BC, etc., étant égales, 
sont également distantes du centre O ( IV- tbéor. IX ) ; 
donc , si de ce centre , avec la perpendiculaire OP comme 
rayon , on décrit une circonférence , elle touchera tous 
les côtés du polygone dans leurs milieux. En sorte que 
la circonférence sera inscrite au polygone qui consé- 
quemment lui sera circonscrit. 

Remarque. Le centre d’un polygone régulier est donc 
celui des cercles inscrit et circonscrit : tous les angles au 
centre étant égaux , on trouve la valeur de l’un d’eux , 
en divisant quatre angles droits , par le nombre des côtés 
du polygone. Pour inscrire un polygone régulier d’un 
nombre donné de côtés dans une circonférence , il ne 
s’agit que de la diviser en autant de parties égales que le 
polygone doit avoir de côtés, et de joindre les points de 
division consécutifs. 

PROBLÈME PREMIER. 

Etant donné nn polygone régulier inscrit , circonscrire à la même 
circonférence un polygone semblable. (J'ig- uy ). 

Au point T milieu de l’arc AB menons la tangente 
GH , qui sera parallèle à la corde A B , et répétons cette 
construction sur les milieux N,P,Q, etc., des autres 
arcs BC , CD , DE , etc. ; ces tangentes formeront par 
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l^urs intersections le polygone régulier cifconscrit 
GIIIK, etc., semblable au polygone régulier inscrit 
AB CD, etc. 

Il faut d’abord prouver que les trois points O, B H 
sont en ligne droite. Les triangles rectangles O TH, 
OH N ayant l’hypotenuse conmiune OH, et le coté 
OT = ON, sont égaux; donc l’angle o = o', et l’arc 
BT = arc BN : par conséquent la ligne OH passe par 
le point B milieu de l’arc TBN. On prou^Trait de même 
que les trois points I , C , O sont en ligne droite , et ainsi 
des autres points analogues. Puisque GH est parallèle à 
AB, et III à BC, l’angle H = B; on prouverait de 
meme que I __ C, K = D, etc. : donc d’abord les angles 
du polygone circonscrit, sont é^aux à ceux du polvRone 
inscrit. De plus on a 

GH : AB = OH : OB 
HI : BC = OH ; OB; 

donc, à cause du rapport commun OH : OB on' 
conclut ’ 

GH : AB = ni ; BC; 

mais AB =: BC , parcé que le polygone inscrit est régu- 
lier : doncGH=:HI. On prouverait de même que H I 
= IK =:etc. Il est donc démontré que les côtés du polv- 
gone circonscrit , sont égaux entre eux : ce polygone est 
donc régulier, puisqu’il est équiangle et Equilatéral, 
(déf. I ) , et de plus il est semblable au polygone inscrit. ' 
^wllaire. Étant donné le polygone circonscrit 
GIIIK, etc., on formera le polygone inscrit corres- 
pondant , en joignant les sommets G , H , I, K , etc. ;«au 
centre O par des droites qui rencontrent la circonférence 
en A , B , C , D , etc. , et en joignant ces points par le* 
cordes AB, BC, CD, etc. 


/ 


t 
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Remarque ï. Ponr former le polj’gone régulier inscrit 
semblable au circonscrit , on pourrait encore Joindre les 
j)oints de contact T et N , N et P, etc. , par des cordes. 
En effet, le point B étant le milieu de l’arc TBN, 
OiM' est perpendiculaire sur TN , et les triangles O MT, 
OMB, ont d’abord le côté TM'=BM , comme moitiés 
dips cordes égales T N, BA j puis à cause de l’angle o 
ceiumun , et d'un angle droit en M et M , l’angle M'TO 
=: MBO; donc l’angle IN'TS, double de l’angle M'TO, 
est égal à l’angle ABC , double de l’angle MBO. Ainsi le 
polygone STîiP etc. , etc. , a tous ses côtés et ses angles 
égaux à ceux du polygone ABCD. On voit donc qu’on 
peut encore circonscrire un polygone régulier semblable 
à un polygone régulier inscrit STNP etc. , etc. , en me- 
nant des tangentes par les sommets S , T, IN , P, etc. , jus- 
<pi’à ce qu’elles se rencontrent , construction qu’on em- 
ploie quelquefois au lieu de celle du corollaire. 

Remarque II. Un polygone régulier étant inscrit, si on 
divise les arcs sous-tendus par ses côt«ÿ en deux parties 
égales , et qu’on tire les cordes des demi-arcs , celles-ci 
formeront un nouveau polygone régulier d’un nombre 
double de côtés. Ainsi le carré servira à inscrire successi- 
vement les polygones réguliers de 8, i6 , 32 , etc. , côtés; 
de même l’hexagone servira à inscrire les pol^ones ré- 
guliers de I j , 24 , > côtés ; le décagone à inscrire 
des polygones dé 20 , 40 , 80 , etc. , côtés ; le penté-déca- - 
gone des polygones de 3 o , Co , 1 20 côtés ; etc. Jusqu’à 
présent, on avait cru que ces polygones étaient les seuls 
quî'^ussent être inscrits par les procédés de la géométrie 
élémentaire jjou , ce qui revient au même , par la résolu- 
tion des équations dn premier et du second degrés ; mai* 
Gauss , géomètre de Brunswick , dans un ouvrage inti- 
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tulé : Disguisitiones arithmeticœ , et traduit en français 
par M. Poulet Delille , vient de prouver qu’on peut ins- 
crire par de semblables moyens , le polygone régulier de 
a" -j- 1 côtes , pourvu que 2" -[- i soit un nombre pre- 
mier; et, dans une note à la fin des récii>roques , j’ai 
donné, d’après M. Legendre, dans un rapport fait 1 
l'Institut national , sur l’ouvrage de Gauss , la démonstra- 
tion de cette proposition pour le cas où l’on a = 17. 

THÉORÈME IV. 

L’alrc d’an polygone rifgaliec est e'gal k son périmètre inoliiplié par 
la moitié da rayon du cercle inscrit. {Pig- 1 19). 

Soit le polygone régulier GHIK etc. que nous sup- 
poserons circonscrit : le triangle G OH a pour mesure 
GII X i OT • le triangle OHI a pour mesure HI X 
ON; mais à cause de ON = OT, la somme des 
surfaces de ces deux triangles, est. exprimée par 
(GHh-HI)OT ^ 

. En continuant ainsi pour tous les autres 

triangles, on trouvera que la somme des surfaces de tous 
les triangles, c’est-à-dire, la surface du polygone, est égale 
à la somme des, côtés , ou au périmètre multiplié par 
3 OT, ou par la moitié du rayon. 

Remarque. On trouverait de la même manière que la 
surface du polygone régulier inscrit AB CD etc., est 
' égale à son contour , par la ‘moitié de la perpendiculaire 
OU de l’apothème OM ( déf. U ). 
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THÉORÈME V. 


i“. Les périmètre^ des polygones réguliers d'un même nombre de 
côtes, sont comme les rayons des cercles inscrit et circonscrit; 
3°. lents surfaces sont comme les carres de ces mêmes rayons. 
(Fi§. 117). 

Soient FE,yeles côtes de deux polygones réguliers 
d’un même nombre de côtés , tjiie nous supposerons des 
hexagones ; O et o leurs centres ; OM , ow les ajiolhèmes : 
on sait (ihéor. II) que OF, oj sont les rayons des cercles 
circonscrits, et que OM, om sont ceux des cercles inscrits. 

i“. Les périmètres des deux polygones sont comme les 
côtés FE,yè; or les triangles FOM, ybr« étant semblables 
à catise de l’ange M c= m , et de M FO = mj'o comme 
moitiés d’angles de polygones réguliers de même nombre 
de côtés , dans lesquels les angles sont égaux de part et 
d’autre, ou a 

O M : om = FM : J'm — 2 F M : 2 fm = FE : J'e r= 

6 F E : 6 fe , 

ou comme les contours ; mais on a aussi 

OF :o/=FE :/e = 6FE ; 6/e, 
ou comme les contours. 

2°. En désignant par S et S' les surfaces des deux poly- 
gones dont les centres sont O et o, on a ( VII. théor. Xll) 

S 1 S' = OF» : üÿl» : 

tiiéoréVie VI. 

I». Le carre' du côté d’un carre inscrit à un cercle, est égal an double 
du carre du rayon ; 3 °, le côte- du carre' circonscrit est égal an dia- 
mètre. {Fig. lao). 

1°. En tirant les deux diamètres AC, BD, perpendi- 
culaires l’un à l’autre, et joignant les points A et B , B et 
C, C et D , D et A, on a le carré ABCD inscrit; par- 
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ce que les quatre triangles AOB,BOC,COD, DO A 
sont égaux conraie ayant un angle droit compris entre 
deux rayons, et que d'ailleurs les angles en A, B, C et D 
sont droits : donc AB* = 2 Aü*) d’où AB = A 0 \/ 2 . 

2°. En menant des tangentes aux points A , B, C, D, 
on forme le carré circonscrit E F G H ( probl. I , rem. I ), 
dont chaque côté est égal au diamètre. 

Corollaire T. L’aire du carré inscrit , est 2 Âü*j celle du 
carré circonscrit, est 4 AÔ* J donc l'aire du carré inscrit 
est la moitié de celle du carré circonscrit. 

Corollaire II. Lorsque AO = i , AB =: ^2 ; on voit 
donc qu’on peut construire géométriquement ^ 2 qui, en 
nombre, ne peut être exprimée que par une fraction dé- 
cimale infinie et non périodique. 

THKonÈHE vu. 

1 ®. Le côté de l’hcxngonc régulier est égal an rayon du cercle; 
a®, le carré du côté du trl.inglc équilatéral inscrit , est égal k ttni« 
fois le carré du rayon ; 3°. le côté du triangle ctpiilatéral circons- 
crit , est double du côte du triangle équilatéral lirserit ; ,'j®. l.i sur- 
face de l’hexagone insciit, est les trois quarts de celle de l licxagoue 
circonscrit; 5°. la surface dft triangle équilatéral inscrit, est le quart 
de celle du triangle équilatéral circonscrit. 

1”. (Fiff. 1 21). Soit AB un côté de l’hexagone régulier ins- 
crit:onarangfeo=.j 4 ‘*~s • lesdeux autres angles net 
OB A valent en somme 2'* — y i'^ = | doue comme 
ces angles sont égaux entre eux, chacun d’eux vaut^et i**, 
conséquemment le triangle AOB est équilatéral; d’où 
l’oii conclut AB = AO. Ainsi pour inscrire un hexagone 
à un cercle donné , il faut prendre une ouverture de 
cotupas, égale au rayon du cercle , la porter de A en B, 
de B en C , etc. , puis joindre ces points par des cordes. 
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2°. ( Fig. 121). Si l’on joint de deux en deux les sommets 
des angles de l’Lexagotie , on aura le triangle équilatéral 
ri 5 I) : joignant le point Eau point B, BE sera un diamètre, 
et le triangle BDE rectangle en D, donnera (Vni.tliéor.I) 
BE*=BD“ + DÊ’, c’est-à-<lire, 4 Bü®=^BD“ + DE*j re- 
tranchant d’une part Bü“ et de l’autre son égal DE“ , on 
trouvera BD“ = 3 BÔ®, d’où BD = BO \/ 3 . Ainsi BO 
élant = I , on a BD = \/ 3 : on sait donc encore cons- 
p'uire géométriquement l’incommensurable [/' 3 . 

3 °. (Fig. 1 22]. Si par les troissoinmets B, F, D du triangle 
équilatéral inscrit , on mène des tangentes au cercle , on 
formera le triangle équilatéral circonscrit GHl, qui est 
visiblement Composé de quatre triangles équilatéraux et 
égaux GDF, DHB, IFB , FDB^ ainsi le côté G 1 est double 
du côté GF ou DF : il est donc = 2 J/ 3 . 

4°. (Fig. 1 23 ) L’hexagone inscrit est composé de douze 
triangles rectangles égaux tels que AlO, et l’hexagone cir- 
conscrit est pareillement composé de douze triangles rec- 
tangles égaux tels que AO G : or les triangles O AI , OAG, 
sont semblables comme ayant un angle commun et un 
angle droit ^ donc 

T . OAI: T . OAG = ôÂ* : ÔG*; 

mais les triangles OAG, AED sont semblables, à cause 
rie l’angle droit OAG = AED et de l’angle DAE r= 
AO G; donc 

OA: OG = AE: AD, 

«: ouséqueinment 

T . OAI : T . OAG=ÂË‘ :ÂD“, 

d’où 

12 . T . OAI : 12 . T . OAG = ÂË’ : Âï)*. 


« 
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En clésîgnant par S la surface de l’hexagone inscrit , et 
par S' celle de l’hexagone circonscrit, on aura donc ( 2 °) 

S : S' =3 DÂ“ : 4 — 3 : 4 î ‘l’oh S = ^ S'. 

5 ’. La figure AOlüF étant un losange, on a (III. tlie'or.V 
et VI) ORr=jOF.-=:ij, pour le rayon= i ; donc la surface 

Sx.'lExOR 

S du triangle équilatéral inscrit L A r. , est = 

3V3 

■J AE= Le c^é du triangle équilaiéral circons- 
crit est sa hauteur est 3 : donc sa 'surface S' est 

3v/3j on a donc 

3v^3 

I : 4. 


S : S' = ^ : 3 V/3 
4 


Corollaire I, Dans le cercle dont le rayon est l’unité, 
le côté de l’hexagone inscrit , est = 1 j Tapothèine OI = 

, la surface. • ^ = 2 , 5 g 8 , etc. : le côté de l’hexa- ■ 


2 ' '2 

circonscrit est GH = OH. Or OH : oA = OB : oô 

* 

I I O 


gone 
donc OH = 
GH X OB 


6X 


06= OI — = 

S . a 


2 


3GH — ^ 2 — ^3 ; — 3— 3 ,^ 64 , etc. 


Corollaire II. Les suriàces des quatre polygones, sa- 
voir ; If triangle équilatéral inscrit , les hexagones inscrit 
et circonscrit, et le triangle équdatéral circonscrit sont 

3>/3 3v'3 5 r O 

— : iy i:iy 3,ou comme 3 : o : o : iz- 


comme -- 
4 


THÉORÈME vm. 


Le carré du côté du prntagonc régulier inscrit, ^st égal au carré du ra jon , 
plus te carré du côlé du décagone régtilicr inscTÎtan meme angle. l^é). 

Soit A BC DE.le pentagone régulier inscrit , «ayant ton angle au 

centre Ô égal h : cliacim dus deux angles G AB , OB A est 


égal 3 — 1 '' J si l’on divise en deux parties égales l’arc AB en F, les 
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COI des AF, FB teronl les cAles du décagone rt'gidicr insciil, cl l’angle 
au centre AOF, sera Si l'on divise encore l'angle AOF ega- 

lement par la droite OG , cl qu’on tire SfF, on aura les deux trian- 
gles AFB, A MF" isocèles et semblables, h cause de l'angle FAM 
commun, et rie FA=FB, MA=MF comme obliques qui 
s’écartent également de la perpendiculaire MG sur le milicn de F A ; 
d’où l’on conclut M F A = M A F = M B F , et la proportion 
AM : AF = AF : AB de laquelle on lire AF* = AM x AB.... (t). 

3 

Le triangle BMO a cbacun de ses angles MBO , BOM égal h ^ 1*^5 

il est donc isocèle , de même que le triangle B O A , et ces triangles 
semblables i cause de l’angle BOM = ABO = BAO , donnent la 
proportion BM : BO = BO : AB , d’où BO* = BM x AB.... (a). 
Fin ajoutant les égalités (i) et (a) , on obtient cell0-ci 


, AF* + BO* 

qnijrcnd l’énoncé. 


(AM -f BM)AIî = ÂB*, 


prouleme premier. , 

Construire géométriquement les côtés du décagone et du pentagone réguliers 
in.scrits. ( t^ig. ia5). 

Supposons le problème résolu , et soit AB le c6tc du décagone : 

ranclc au ccotrc C vaut — 4*^ ou J i**; la somme des deux autres 
^ lo a 

g 

angles A :t- B vaut par conséquent — i‘^,ctcommelelriangleACBcst 

isocèle,rang!cCAB=4 ctCBA=:i;cn divisant l’angle CBA en deux 

p.arties égales par la ligne BM , on formera les triangles isocèles 
GB.M , ABM , cl on aura ( VII. ihéor. VIII ) BC : GM = AB : .VM ; 
or BC = AG , CM = BM = AB ; donc AG : CM = CM : AM : 
cette proportion fait voir que CM ^ AM. Ainsi le côté AB = CM 
du décagone, est égal au plus grand segment du rayon/Iivisé en 
moyenne et extième raison. (VII. probl. ). 

Si l'on joint de deux en deux les angles du décagone régulier, ca 
forme le pentagone régulier. 
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Corollaire I. AB cunt le côtii du décagone, et AL celui d« 

I liexacunc , l’arc B L sera ^ — — = —=- de la circonférence : 
610 i5 

donc la cordc BL sera le c 6 tc dti pente-décagone , on du polygone 
régulier de i5 côtés. 

Corollaire II. Si l’on désigne CM par x , la proportion AG : CM 
= CM AM donnera , en supposant le rayon = i , 


d’où l’on tire a- = A B 


I : ar = a: ; i — x : 
— I 


signe ; donc AB“ 


3 — y'S 


, en prenant le radical avec le 


j en abaissant du sommet C la per- 


pendicnlaîrc CP sur la base AB , on trouve CP* = ( 5 -t- v^5 ) , 

5 

donc X ÂB* _ ^ d’où X A R 

4 ~ 04 a 

I. : 

— g y 10 — av^5, et .surface du décagone inscrit = 
5 

^ y io — a y 3 = a,938<)ay , etc. Pour avoir le côte du déca- 
goue circonscrit , <juc nous dcsigneroiis pary' , on fera la proportion 

y : AB ou ^ = 1 : CP ou ^ { 5-j- ^5)} d’où 

, la — 4 r’ X I 

= -TT175- "V 

5 — a y 3 


3 — y 5 ao — sys 

5 -t- ys ao 


i ; donc -H-î— î . 1/ 5 — j ✓ 5 , et surface du dé- 

D a y O ' 

cagone circonscrit = ^ 5 '■ — a p'5=aK'5^/5 — a y 5— 


2 V/a5 — 10 y 5 = 3,a49a, etc. 

Ou trouvera 3,37764 , etc. pour la snrface du pentagone iiucrit, 
et 3,63371 a pour celle du pentagone circonscrit. 

PROBLÈME II. 

# Inscrire an cercle an eptagone régulier. {Fig. ta6). 

Soit ABC nn triangle isocèle dont chacnn des angles à la base AC, 
soit triple de l'angle B : cet angle B étant la septième partie de la 
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circonférence , AC sera le côte «le reptagone régulier. Si l’on mène 
les lignc.s CL, CM, qui divisent l’angle C dans les trois angles égaux 
AC D, DCE, F.CB , les triangles AC D et ABC seront eqniau- 
gles , comme ayant l’angle A , ei l’augle A-CD ~ Bj donc le trian- 
gle A C D est isocèle et C D = CA. Si donc du point C , on abaisse 
la perpendiculaire CP sur AD, et qn’on fasse AB = <r, etCA = CD 
— X, la prO[)Ortion 

AB:AC = AC:AD 

résultante de la similitude ries triangles ACD , ABC , devient 
_ .. . XX , „ .'\D XX 

a : X = X : AD, d oii A D =; — , A P = — = — ; 

mais CEB est nn triangle isocèle, parce que ses angles ECB et B sont 

e-gaux; donc CE = EB. De plus le triangle CAE est aussi isocèl.c , 

parce que son ahglc ACE est double de B , et que son angle E ex- 

te’rieur an triangle EBC, est aussi double de B : par conséquent 

AE — AC = X, CE = BE=BA — AE=«. — x. Mais 

CF* = ÂC* + ÂE* — 2 AE’x AP= 2 ÂC* - 2 AC x AP . 

( VIII. theor. IV ) j donc 

(a — x) “ =1 2XX — 2 x X — , 

2 0 1 

k 

équation qui donne celle-ci 

x’ — «*■’ — 3 a’ ar -+- n’ == O 

et dont la re^solntion ae peut trouver place ici. 

Remarque. Ce problème et le précédent font naître l’idée qne les 
polygones réguliers d’un nondrre Impair, ou de 2 n -t-rcAtés, pour- 
raient être inscrits par la division en n parties égales de l’un des 
angles égaux du triangle isocèle inscrit au incnic cercle : et cmirnie 
la construction du triangle isocèle dont l’angle à la base est triple de 
l'angle an sommet, dépend d une équation dn troisième degré, il est 
assez naturel de penser rjue la construction des triangles isocèles dont 
les angles i la base seraient quintuples , sextuples, etc. de l’angle au 
sommet, dépendront d’équations des cinquième, septième, etc. de- 
grés, lesquelles ont toujours une racine réelle. ( .VIg. , piem. sccl. }. 
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CHAPITRE X. * 

\ 

De l’aire du cercle. 

Nota. Voyez les définitions de lÜgment, de sectenr dans les de'fini- 
tions du CJiiipilre TV- 

TnÉORÈME PltEMI^ll. 

Deux circonfcrences sont entre elles comme leurs rayons. 

Soient C la circonférence du centre C , C' celle du 
centre C, R et R' les rayons ; à ces circonférences cir- 
conscrivons des polygones réguliers d’un même nombre 
de côtés et dont les périmètres soient P et P^. Il est clair 
que P et P' différeront d’autant moins de C et C' que le 
nombre des Côtés des polygones circonscrits , toujours le 
même, sera plus grand, et pour ces deux polygones, on 
aura ( IX. théor. V ) 

. P : P' = R : R',.d’oU|^ = ' 

mais les contours P et P' étant respectivement plus grands 
que C et G', quel que soit le nombre des côtés , on pourra 
poser P = C -f- , P' = C' + <r, et l’égalité précé- 

dente deviendra par ces substitutions , 

R _ C -f- _ C ^ O — C<^' 

R' C -I- <!'' C' C' (C' -f. J'') 
après la division de C -|- J' par C' -j- J'' : or le rapport 

doit rester le même, qiiel que soit le nombre des côtés 

des polygones circonscrits , ou , en d’autres termes , il ne 
doit pas varier par S' et pour les mêmes circonfé- 
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_ rences C et Û, ce fjui arriverait cependant si le terme 

' c J' — cr . ^ . 

C'(C' I iF ) faire partie du second membre ^ on 

doit donc le rejeter, et réduire Tégalite' à celle-ci : 

R C 

= d’oü C : C R : R', 

' THÉORiME II. 

s*" 

L’aire du cercle est exnrimcc par la moitié du produit de sa circon- 
{érca/fg par le rayon. ( J^'ig. laj ). 

Circonscrivons nn polygone régulier au cercle dont la 
circonférence est C et le rajon R , et désignons par s la 
surface de ce polygone, et par S celle du cercle j on 
aura j ^ S, quelque grand que soit le nombre des côtés 
du polygone circonscrit , en sorte qu’on peut poser 

^ = S -f- <^ (i)} , 

mais d’ailleurs ( IX. théor. IV ) 

P X R 


P étant le périmètre du polygone , toujours plus grand 
que C , et que nous supposerons = C+y ; ainsi la seconde 
égalité'devient • , ' , 


C X R ^ y X R 


(5-)j 


égalant les deux seconds membres (i) et (a), on trouve 
S + ^ ~ ^ ^ 4- y X ^ 

rj a ’ • 


et retranebant e^ de part et d’autre 

s == ^ (3) 

or y et J' étant des quantités qui varient avec le nombre 
des côtés du polygone circonscrit, le cercle déterminé par Pi 

admel trait plusieurs surfaces , si la quantité Z J' 
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restait dans l’expression de S , ce qui est absurde j donc 
l’e'galité ( 3 ) doit se réduire à celle-ci (■*■) : 

S = ^. 

2 


Corollaire I. Soient S et S' les surfaces de deux cercles 
ayant pour circonférence C et C\ et pour rayons R et 


E'j on a S : S' = 


C X R 


C' X R' 


= C X R : 


2 2 

C'xR’j or, de la propriété C : C'=R : R'(théor.I), on 
X R 

déduit C = — — , et en substituant cette valeur de 


C dans la première proportion, on trouve S : S' = 


C' X R“ 
R' 


G' X R' j divisant les deux termes du der- 


nier rapport par C', et multipliant par R', il vient S : S' 
= R“ : R'“; d’où l’on conclut que les surfaces d^deux 
cercles sont comme les carrés des rayons. 

Corollaire II. Désignant par a- la circonférence d’un 
cercle dont le diamètre = i , par C une circonférence 
ayant 2R pour diamètre , on a C : 2R : 1 ; donc 

« R 

c = a» X R J en multipliant de part et d’autre par — , 
CxR 

on trouve — ^ — = t X R** Donc la surjace d un 
cercle , est égale au produit du carré du rayon par le 


{*) Il n’est pas possible que 21 


X R_ 


f' soit une quantité cons- 


tante ; car s’il en était ainsi , on aurait les mêmes résultats pour tontes 
les valeurs de 7 et les valeurs correspondantes de J' ; or y étant=o , 

Il 

on a en , même temps , = o , et la différence ^ ^ = o ; 

a 

donc cette différence est continuellement nulle ; raisonnement qn’on 
peut appliquer dans tous les cas où on emploie cette considération. 
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nombre ir qui représente la circonjérence dora le diamètre 
est l’unité, ou le rapart de cette circonférence à son 
diamètre. 

Coiollaire III. ^Représentons par S et S' les surfaces 
de deux cercles dont les rayons sont R et : on aura 
S = ît.R®, S' = ît.R'®, et conswfuemment la propor- 
tion S : S’ = «■R* : îtR^* =: R* : R’® y d’où l’on con- 
clut que les surfaces des deux cercles , sont entre elles 
comme les carrés des rayons. 

Corollaire lY. ( Fig. « 28 ). Soient trois demi-cir confé- 
rences B/J/wC, CM A, BNA décrites sur les trois côtés 
d’un triangle rectangle, dont nous désignerons les surfaces 
par S , S' , S" ; on aura 

S : BC* = S' : Ca“ = S" : BÂ*, 
d’où l’on tire 

* S ; S' -f- S" = BC* : CÂ* H- BÂ*; 
mais ( VIII. théor. I ) BC* = CA* + BÂ“, donc S = 

S' + S" : si de part et d’autre on retranche la somme 
des aires mixtilignes CmA , Bn A , il restera 

aire CAB = aire CMAm aire BNAn : 
ces aires sont dites lunules, et la propriété précédente * 
est due â Hippocrate de Chios , géomètre grec , et élève 
de Pythagore. 

TBÉOHÈKB III. 

La «arface da sectear est égalé à la moitié da produit de l’arc de 
ce sectear par le rayon, {Fig. lay ). 

On a cette proportion 

sect. FOGM : cerc. = arc. FMG : cir. OF, 

d , . cerc. X arc. FMG 

ou 1 on tire sect. FOGM= . — ; mais comme 

cir. Oh ’ 

OF X cir. OF ^ ^ 

cerc. = ^ , on trouve après la suhstitulion 
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dans la valeur du secteur, 


sect. FOGM = 


arc. FMG x OF 
a 




Remarque. Si de l’aire du secteur F MG O, on re- 
tranche celle du triangle FOG , on a pour différence l’aire 
du segment FMG. 


PROBLÈSIE PREMIER. 

Étant donnccs les surfaces d’un polygone régulier inscrit et d’un poly- 
gone semblable circonscrit, trouver les surfaces des polygones 
réguliers inscrit et circonscrit d’un nombre double de cAtes. 
(,Fig. 129). 


Nous désignerons par A et B les surfaces du polygone 
inscrit dont AB est un côté, et du polygone circonscrit 
semblable dont EF est un côté j par A' surface du 
polygone inscrit dont AM est un côté , et par B’ celle 
du polygcMie semblable circonscrit ayant pour côté PP* 
( IX. probl. I , rem. I ). Il faut observer* que si A et B 
représentent , par exemple , des hexagones , auquel cas 
il y aura douze triangles tels que AC D dans l’héxagone 
inscrit, et douze tels que E C M dans l’hexagone circons- 
crit , il y aura douze triangles tels que ACM dans A', 
et douze quadrilatères tels que CA PM dans B', parce 
que le triangle CMP = CAPj donc au lieu des sur-, 
faces A , B , A', B', on pourra ne considérer que les dou- 
zièmes de ces surfaces, et poser encore ACD = A, 
ECM z= B, ACM = A', ACMP = B'. Cela posé, 
du point A menons AH perpendiculaire sur ME,, et 
désignons par R la surface du triangle AMD : nous 
alirous 


(1) A = A 

(2) A'= A -}- R 

( 3 ) B ^212 A — ^ 2R -|- AlIE^ 



9C 

or Je triangle AEII = 


ÈLÉMENS 
AH X EH 


MD X EH 


mais 


lu similitude des triangles EAH, ACD, donne EU : Ail ou 

MD = AD ; DG, d’où EH = - — } donc 

• Tjt’ MD* X AD vMÏ)*XÂD* R» 
AHE = — = ^ en 

sorte que la troisième égalité devient 

( 4 ) ® 


R» 


A -f- 2R *+ , 

A 

l’égalité (2) donne A' — A = R ; la substitution de 
cette valeur de R dans l’égalité (4) , donne après des 
réductions bien simples , 


B ,d’oùA'=V^A X B 

A 


( 5 ) 


On a, en second lieu, 

Bi = A + ADMH — AHP 
=a A “l" 2R — A IIP J 


mais AHP = 


AH X HP 


MD X HP 


, et des trian- 


gles semblables AHP, ADC, parce qu’ils ont les côtés 
respectivement perpendiculaires (Yll. tliéor. \ 1 I), on 
déduit la proportion HP : AH ou MD = CD : AD, 

d ou HP = 7-jfv — et AU P = = 

AD 2 AD 


MD* X CD X ad _ 


2 AD* 


„ MD X CD 

= Rx — ; 


ÀD* 


conséquem- 


ment 


B' = A-f-2R--R. 


MD X CD 
ÂD* 


Or AD étant moyenne proportionnelle entre le segment 
MD et l’autre segment du diamètre, qui esl CD -|- CM , on a 
AD*=MD(CM + CD) = MDxCM-f-MDxCD, 
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AD* 


CM , 

— CD + * 


A' A' 

4- I = 


MD X CD eu ‘ • A ^ A ’ 

en observant que les surfaces des triangles ACM, ACD 
ou A* et A , qui ont le sommet commun A , sont dans le 
rapport des bases C M et C D j donc 

Rx A 


B'= A + zR 
= A 4- 
= A + 


A + A'' 

R (A .+• a A') 

A + A' 

( A' — A) (A aA') 


A + A* 

après avoir réduit A au dénominateur A +_A', effec^ 
tué les opérations et les réductions , on obtient enfin 

a A'* a AB 


B' = 


A + A 


7 ....( 6 ), 


A + A' " 

« 

en remplaçant A'* par sa valeur A B trouvée plus haut.* 
Appliquons ces formules (,5) et (6). Soit le rayon du 
cercle = > ; on a trouvé (IX. théor. VI, coroll. I) que 
la surface du carré inscrit , = z = A , et que celle 
du carré circonscrit , =z ^ = B ) ainsi l’octogone inscrit 
a pour siu'face A' =»: y/8 = z,8z8427i, et la surface 

de l’octogone circonscrit B '= ^ 3,3 1 37085 : on 

peut dope de nouveau supposer A = z,8z8427i , B = 
3,3 1 37085, valeurs desquelles on conclut A'=y/A x B= 

3,0614674, B' = = 3,1825979. En con- 

tinuant ce calcul , M. Legendre a trouvé dans sa Géo- 
xnétrie que les polygones inscrit et circonscrit de 82768 
côtés sont représentés par 3,i4 12926, 3,14129261 

7 
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la surface du cercle est donc 3 , 1415926, résultat exact 

dans la septième décimale. 

Corollaire. Si l’on désigne par ir la circonférence du 
cercle dont le rayon = i , et qu’on continue à désigner , 
par TF la circonférence du cercle dont le diamètre = 1 , 
ou dont le rayon = on aura la proportion x : ^ 

3= x' : I , donc x = = 3 , 14 1 5926 , nombre qui 

conséquemment représente le rapport de la circonfé- 
rence X à son diamètre = i . Lorsque le rayon = 1 , 
la circonférence devient double , elle est donc 6,283 1852. 

PROBLÈME II. 

Étant donné le côté d'un iiolygone TéguUor inscrit, trouTcr celui d'an 
polygone régulier inscrit d'nn nombre double de côtés. ( Fig. i3o ). 

On a (VII. theor. X , coroll. II) AM “=MD x MF = aMD X MC; 

maisMD=MC — DC,DC= V AC'“ — AD*; substituant ces va- 
• . .. ^ 
loftrs dans celle de on trouve 

Â5i* = 2 MC ( MC — \/TC — Âb* ). 

Si l’on représente par R le rajon MC du cercle , le côté AB par a, 
et fe côté AM par a, l'égalité précédente, après avoir extrait la 
racine des deux membres , devient 

«'=s/ 2R (R— ia*).... (1). 

PROBLÈME III. 

Étant Honné le coté d'un polygone régulier inscrit, trouver le c6té du 
polygone régulier circonacrit du même nombre de côtés. { Fig. tSo ). 

— Soient AB le côté du polygone inscrit , et EG celui du polygone 
circonscrit : les triangles semblables ACD, ECM donnent 1a 

proportion EM ; MC : DC ; or, D C = 1 = \/ AC AD* j 
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AD X MC 

Jonc E M = ’ , - — - — De sorte que si l’on suppose AC = R, 

VÂC'-AD* * 

A D = — a, EM — — e, on aura 


a X R 




Ayant calcule' par la formule (i) le côté a' J’no polygone régulier 
inscrit d’un nombre de côtés, double de celui dii polygone inscrit 
dont le côté = a, si pour a on écrit a' dans la formule (a), on aura 
pour c le côté du polygone régulier circonscrit du même nombre de 
côtés que le polygone inscrit dont a est le côté. 

Le côté du carré inscrit au cercle du rayon = i , a été trouvé 
= a (IX. ibéor. VI, coroll. Il )j cette substitution faite dans 


la formule (iJ, donne a' = \/a — v^a =^,y653Cg , côté de l'oc- 
togone inscrit; la substitution de cette valeur rie a' dans la for- 
a X o,y653y i,53oy4 

i/34i4Ï7“ 


mule (a), donnera c r 


c=o,8a843 


\/4-(o, 76537;» 
côté de l'octogone circonscrit. On aura donc 8 a' =: 6, iaap6 , 8 c = 
6,63744. .Ea circonférence comprise entre ces deux contours, vaut 
donc six fois le rayon. 

En panant de I hexagone régulier inscrit , on a a = l , et , d’après 


la formule (i),a '=\/ a — t/3 = 0,617639 : écrivant cette valeur 
de a' pour a dans (a) , on trouve c = o,53466y ; d’où l’on tire 
la a' = 6,aii668, la c = 6,4i6oo4 t si l’on ajoute les contours de 
ces polygones inscrit et circonscrit de douze côtés , et qu'on prenne 1.3 
moitié de la somme, on tronve 6,3i3836, valeur plus approchée 
de 1.3 circonférence. On parviendrait ainsi aux contours des poly- 
gones inscrit et circonscrit de a4 , 4^ > 9^> > côtés qui différe- 

raient de moins en moins entr’eux et de la circonférence toujours 
plus grande que l’un de ces contours et plus petite que l’autre. 
C'est par de semblables calculs <\a Archimède a trouvé qpf la cir- 


■ ü*! 9 

conférence du cercle, était — du diamètre, cl qa Adrien Métius a 

obtenu le rapport le plus approché 

Comme la question d’assigner, au moins par approximation , la 



100 ÉLÉMENS 

'talcar de U circonférence en parties du rayon, est l’une des plus 
importantes de la gùrmetrie, noi)s en donnerons encore deux so- 
lutions. 

THÉORÈME IT. 

L’src BIl étant supposé égal à la moitié de l’arc BHG, si de l’extrémité A 
du diamètre AB, on tire les cordes AH, AG, on aura Ali* ^ 
AC ( AB •+• AG ). ( Fig i3i ). 

Tirez les cordes, 6G , BH , HG , abaissez la pei'pcndiculaire HF sur 
AB et menez la tangente H Djusqn’h la rencontre de la corde AG 
prolongée ; l’angle en D est droit , h cause de H D parallèle à 
BG, cl de l'angle AGB= i'^, et les quatre triangles rectangles 
BFH, HEB , UEG, GDH, sont parfaitement égaux, ce que nous 
démontrerons d’abord à l'égard des deux triangles BHF, HGD : ils 
ont le c6te- HB= HG, l’angle droit F =: D : mais l’angle FBH 

ï • 

a pour mesure — AGH, et l'angle HGD = HAG-t- AHG = 

HG AMG AGH , . ... 

— ■+■ = : les troisièmes angles étant égaux, les 

a a a o o > 

deux triangles ont un côté égal entre deux angles égaux. Les denx 
tiianglcs BFH, BHE, ont le côte- B H commun , un angle droit 
en F et Ej d ailleurs on a conclu préraidemment l’angle F'HB 
GHD; rlonc FHB = EBH. On a donc BF= DG , HF = DHj 
de plus les ongles B AH, G AH étant égaux entr’eux , par cons- 
truction, les triangles rectangles A F H, AD H, seront aussi par- 
faitement égaux, d'où l’on tire AD=c AF. Cela posé, le triangle 

AllB étant rectangle en H, on aura ^Vll. théor.X,cor. II. a“.) AH* = 
= AB X AF — AC X a AF = AC ( AF -i- AD ) = AC ( AB — 
B F' -I- AG ■+■ DG ) = AC ( AB -i- AG } , i cause de BF = GD. 

Corollaire I. En supposant le rayon AC = i , la propriété pré- 
cédente devient AH* =; a -t- AG , d’où AH = {/ 3 ■+■ ÀG* 

Corollaire 11. Si l'on continue de diviser en deux parties égales 
l'arc Bil en I, l’atc B1 en K, l’arc B K en L, et ainsi de suite, 
on aura AI = ^/ a -4-*AIÏ, AK =.\/ 3 ■+■ AI,AL=V^a-f- AK,etc. 
Soit donc l'arc BIIG égal au sixième de la circonférence , on aura 
(IX. tbeor. VII) BG = i, etÂG* = 3, d’où AG ■= v'S = 
,;3ao5o 80^569 : la corde AH a -I- AGz=i,93i83iC5a5;8; 


« 
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la troisième corde AI = ^/a ÂH = 1,983889 731747 , et ainsi 
de suite. Du calcul de ccs cordes , on passera imnirdiatcmcm h celui 
des cordes BG, BH, BI, etc. , en obserrant qu’on a loiijnnrs 
BH* -j- AH* = 4 > Bl* -f” Al* = 4 » etCj d’où l’on tire B H = • 

»/ 4 — ÂH*= v^^^G 7 Bi===v/^^Tr,BK='v/^;i=Âî. 

En partant de la corrle B G = i , on trouve BH= o, 5 1 7688 090308, 

B 1 = o,36io5a a 8444 <>> = o,i 3 o 8 o 6 388460, BL ps 

0,068438 16S543, etc, BM = 0,033733 463383, BN = 
o,oi6363 379308, BO = 0,008181 30808a, BP = 0,004090 
613883 , BQ = 0,00304s 307361 , etc. Les demi-contours de ces 
polygones, sont 3 B G, 6 B II, iiBI, 34 BK. , 48 B L , 96 BM, 

19 a BN, 384 BO» î 68 BP, i536B(^, etc., et on trouve 
iS36 BQ = 3,141691 o3i33a , résultat qui, dans les sept pre- 
miers chiiTres , s’accorde avec celui qu’on a trouvé. ( probl. I }. 

« 

PKOBLÈUE V. 


Les cordes de deux arcs et leurs distances au centre étant données, trouver 
la corde de la différence dÿ ces arcs , et sa distance an centre. ( lÔQ ). 

’ On donne EG = a o , FG = a c , les di.slances CA =r 4 . CB = d: 
îl faut trouver la corde EF et la distance CD. Les triangles EDI, CAI 
sont éqniangles, comme rectangles en D et A, et ayant en I on angle 
opposé: les tiiangles EDI, CBF sont aussi éqniangles , parce qu'ils 
sont rectangles en D et B, et que l’angle DEI est égal i l’angle FCB ; 
conséquemment les triangles CAI , CBF sont eux-tnemes éqniangles, 
et donnent la proportion 

CB : CF = CA: CI, CB : FB=.CA: AI, 


CF X CA 
CB 

,EI = EA — AI = a- 


dôù l’on tire CI =: 
c X b 


I X /< 


cb 


;AI = 

ad — be 


FB X CA_ 
CB ~ 
Mais d’une autre 


part , la similitnde des triangles EDI, CB F, fonmit les deux pro- 
portions 

CF : CB = El : ED, CF : FB = El : ID : 


donc ED = 
FBxEI _ 
CF - 


CB X El _ d 
CF “ I 

c ad — bc 


X —ad — bt\ ID= 

= ^ {ad >— bc)\ donc C D = 
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CI ID = ^ {ad — 6 c) = ac + en ayant c'gard 

à IVgalile' c’ + d’ = J , qui rcponil 6 FB“ -J- CB* := CF*. 
Ainsi les équations ^ 

CD t:z ac H- l'd , ED = ad — 6 c , ou EF = 3 ( ael — bc),.„ (i) , 
lesolvcnt le problème. 

Kous reiuaiquerons que lorsque le centre C tombe dans le triangle 
EFG, il faut remplacer 6 par — 6 (Alg. , prem. sect. ) ce qui 
change b s équations (i) dans celles-ci 
CD = ac — 6 </ , ED atl + 6 c , ou EF = a (cd 4 - 6 c ).... (3). 
Enfin si le cent!e C tombe sur le côte EG, la distance 6=0, et par 
conséquent EA = a = j j donc 

CD= c,EF= a d.... (3). . 


Pour appliquer les formules (i) , et en tirer, par exemple , la corde 
EF de la soixantième partie de la circonférence , et CD , distance de 
cette corde an centre , on y fera EG ou an égal au côté du décagone 
régulier inscrit, CA ou 6 égal au rayon du cercle inscrit h ce poly- 
gone , FG ou 3 c égal un côté du dodecaaone régulier inscrit, et CB ou 
d égal au rayon ilu cerclç inscrit à ce polygone : sous ces hypothèses, 

et en prenant la circonférence pour unité, l’arc EG= — , l’arc FG 


= — , donc EF = = = , en sorte que la corde 

ta I0I312OOO * 

EF est le côté du polygone de 60 côtés. Or (IX. probl. I, coroll. II) 
— I -I- v^5 


4 : 


‘=V- 




= 4 


■a»/5, 


et (probl.III) e= j V^3 — ^3 , d = a -S- K'S : donc 


â -t- 3 — lo-t-uK'S ^/a — v^3 , 

CD =g\/ 10 3 ✓Sx \/a -t- ✓d — i- 4 -^S) ^/a _ y/3 : 

mais en extrayant les racines de *3 et de 5 jusqu’à la quinzième déci- 
male , on obtient v"i = i,73ao5 08076 68877, = 3,a36ofi 

'9774 99789) ‘l’o“ •on conclut E F = 0,10467 19134 85 , CD = 
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ogg86a g5347 545, et 6o EF = 6,38o3t 4^49* ^>3 : t>oor *^6ir lè 
polygone circonscrit de 6o c6ie>, semblable an polygone inscrit 
du câtë EF , on fera la proportion LK. ; EF = CD' ou CF : CD, 
F t fio FF 

d’où LK et 6o LK — CO " ~ dtaSSgS 35t3g 65. 

Mous nous bornerons h cette seule application qui mettra le lecteur 
en état d’en faire d’antres. 


CHAPITRE XL 

Trigonométrie. 

NOTIONS. 

La trigonométrie a pour objet la résolution des triangles , 
c’est-à-dire, le calcul de leurs angles et de leurs côtés 
.par le moyen d’un nombre suffisant de données. 

Il est clair que ces données sont celles qui définissent 
un triangle; considération qui exclut celles des trois 
angles, qui conviennent à une série de triangles sem- 
blables. 

Ainsi des six choses qui entrent dans un triangle , sa- 
voir : les trois angles et les trois côtés, il suffit d’en con- 
naître trois parmi lesquelles il y ait au moins un côté ; 
et , en effet , on sait déjà ( cbajk I ) que connaissant , 
1®. les trois côtés; 2°. depx côtés et. l’angle compris; 
3 ®. • un côté et les deux angles adjacens ; on peut cons- 
truire le triangle. En combinant trois à trois ces six don- 
nées a,b ,c , A,B, C, dont les trois premières repré- 
sentent les trois angles , et les trois dernières les trois côtés 
opposés , sous la restriction énoncée plus haut , et obser- 
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vatit que deitx an^es' étant connns , on connaît le troi- 
sième , on pourra toujours construire le triangle. Noos j 

ferons cependant remarquer que sous les données des i 

cdtés AB, AC el’dé l’angle B{Fîg. 1 33), il peut y avoir 
lieu aux deux triangles ABC, ABC/, lorsque l’arc décrit 
de A comme centre, avec AC comme rayon, rencontre le 
côté CB, en (/, entre C et B. 

Mais ces constructions qu’on suppose exactes dans la 
théorie , ne le sont pas dans la pratique , à cause de l’im- 
perfection des instrumens dont elles exigent l’emploi; 
tandis que les méthodes trigonométriques indépendantes 
de toute construction graphique , donnent des résultats 
numériques avec tout le degré d’approximation qu’on 
peut désirer. 

Comme il est toujours possible de décomposer un 
triangle quelconque en deux triangles rectsmgles , nous 
considérerons d’abord cette dernière espèce de triangles. 

( Fig. 1 34 )• A un angle C déterminé correspond unq 
infinité de triangles rectangles semblables , tels que CMP, 

CBD , CB'D', CB"D", etc. ; connaissant un seul de ces ' 
triangles, et, par exemple, le triangle CMP, et un seul 
côté dans chacun des autres , on pourra découvrir les deux 
autres côtés. Ainsi étant donnée l’hypoténuse CB dans le 
triangle CBD, on dira 

CM : MP C B S BD , d’où BD = 


puis on calculera le côté CD par la proportion 


CM : CP =B CB r CD, d’où CD 


CB X CP . 
CM • 


Pour tous les angles C de o à i'^, on aura des séries dfe 
triangles rectangles et semblables qu’on comparera tou- 
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jours avec le triangle rectangle dont l’hypote'nuse serait 
constamment égale à CM, triangles dan^ lesquels il 
suilira de connaître un côté pour calculer les deux autres : 
nous observerons que l’angle donné C étant commun à 
tous ces triangles, on connaît le second angle aigu 
B., ou B', ou B''. 

La question est donc réduite à évaluer pour une 
hypoténuse CM , et tous les angles en C entre o"* et 
les deux autres côtés MP, CP de l’angle droit. A cet 
effet {Fig. 1 35) , ayant décrit du centre C et avec le rayon 
CM, que nous supposerons égal à l’unité, un quart de cir- 
conférence AME, on conçoit le rayon et le quart de circon- 
férence divisés chacun en loooooo parties égales, et, 
pour tous lés triangles rectangles tels que CMP, 
CM'F, etc. , on a évalué les côtés MP et CP en parties 
du rayon ) puis on a formé rinc table en trois colonnes 
dont la. première renferme la série des angles C en millio- 
nièmes de i’’ (V. not. ) , la seconde et la troisième celles 
des côtés correspondans MP et CP en millionièmes du 
rayon CM. 

Les perpendiculaires MP, M'P', M"F', etc. , abaissées 
des extrémités M, M', M", etc., des arcs AM, AM', 
AM", etc., sur le rayon CA mené à l’autre extrémité 
A, commune à ces arcs, ont été nommées sinus de ces arcs 
ou des angles qu’ils mesurent. 

Si l’on considère l’arc ME faisant avec AM un quart 
de circonférence , et qui est dit complément de AM à it, 
ou simplement , complément de AM , et si de M , on 
abaisse la perpendiculaire MQ sur le rayon CE, MQ sera, 
d’après la défiiition , le sinus de l’arc ME : pareillement 
les perpendiculaires M'Q', M"Q", etc. , seront les sinus des 
arcs M'E, M"E, etc. ; ainsi les distances CP, CF, CP", etc.. 
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du centre aux pieds P, P^, P*, etc., des sinus, sont les 
sinus des arc» M E , M'E, M"E, etc. , complémentaires de 
AM , 'AM', etc.; et , par abréviation , on les a nommées 
cosinus de ces derniers arcs : /e cosinus d'un arc est 
donc le sinus du complément de cet arc. 

Les lignes MP et CP dans le triangle CPM rectangle 
en P, et dont l’hypotéqiise CM=:i, se notent ainsi: 
sin. c , cos. c , c étant l’angle auquel ces droites se rap- 
portent. Ainsi l’angle étant connu , les tables donnent son 
sinus et son cosinus, et rédproqnement la donnée du sinus 
ou du cosinus fait trouver l’angle. 

Les arcs primitifs ont l’origine fixe en A, et les arcs 
complémentaires ont l’origine fixe en E. 

Nous avons vu , par les deux proportions trouvées plus 
haut, qu’on pouvait calculer les côtés BDet DC ( Fig. i34), 
connaissant l’hypoténuse CB et l’angle c dont on trouve 
dans les tables le sinus MP et le cosinus CP. Supposons 
actuellement qu’on veuille résoudre le triangle rectangle 
CDD {Fig. 1 36 ), connaissant les deux côtés CD et 
DB de l’angle droit ; pour trouver l’angle c, on fera la 
proportion 

BD : DC = MP : PC = sin. c : cos. c; 

mais on observera que les deux termes du dernier rapport 
étant inconnus , on ne peut découvrir l’angle c. Pour lever 
cette difficulté, on a imaginé ( Fig. 1 36) au point A une tan- 
gente prolongée jusqu’à la rencontre du rayon CM en T, 
et on a aussi calculé en parties du rayon et consigné dans 
les tables ces tangentes pour tous les arcs de o à i’, en 
sorte qu’un angle étant donné , on connaît sa tangente et 
réciproquement. Ainsi dans le problème en question , ou 
découvrira l’angle c par la proportion 
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CD:DB = CA:AT, d’oùAT= 
en observant que C A = i . 

La tangente de l’angle E M , complémentaire de A M , 
est ET', et on la nomme abréviativemept cotàngente de 
A M. On a aussi calculé les valeurs de cette cotangente 
^ pour tous les arcs de o à 1’, lesquelles forment une colonne 
des tables. 

Les deux lignes AT et ET' se notent ainsi : tang. c , et 
cot. c, c étant l’angle auquel elles se rapportent. 

Il est essentiel d’observer, t°. que lorsque deux angles 
valent un droit , ou sont complémens l’un de l’autre , le 
sinus ou la tangente de l’un , est le cosinus ou la colan- 
gente de l’autre ^ 2“. i 3 y) que deux arcs AM, AM' 
supplémens l’un de l’autre, ou valant ensemble une demi- 
0 circonférence, ont le même sinus: car l’arc AM étant 
égal à M'B, la droite MM' est parallèle au diamètre ABj 
donc MP qui est le sinus de l’arc AM , est égal au sinus 
M'P' de l’arc supplémentaire AJT. 

Ces principes nous suibront pour la résolution des trian- 
gles rectangles auxquels nous allons les appliquer. 

Nous observerons d’abord qu’il est facile de rapporter 
les lignes sin. , cos. , tang. , cot. , calculées j 5 our un rayon 
égal à l’unité , à un rayon quelconque R donné ; car 
( i 38 ) CM étant = 1 , et CM' = R , on a les pro- 

portions 

I : MP ou sin. = R : M'P', 

1 : CP ou cos. =: R : CP', 

1 : AT ou tang. =r:R : A't, 

1 : E'f' ou cot. =: R : E'f', 

dans lesquelles M'P', CP', A't, E'/'sont les sinus , cosinus. 
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tangente , cotangente pour le nouvein rayon R qne nous 

emploierons par la suite au lieu de l’unité. 


PROBLEME PREMIER. 


Étant doonb rhypoieniisc et nn cAté, tronvcr le troisiime cAte' el 
les deux angles aigus. ( Fig. 189). 

On connaît les côtés CB , BD, le rayon CMr=R , et 
l’angle droit d : pour déterminer l’angle c on fera la pro- 
portion 


CB : R = BD : sin. c , d’oü sin. c =■ 


R X BD 
CB ’ 


connaissant l’angle c , on connaîtra en meme temps l’an- 
gle b ■= I oos — c J on pourrait aussi avoir l’angle b direc- 
tement par la proportion 


CB ; R = BD: sin. c ou cos. b, d’oü cos. b = 


R X BD 
CB ’ 




qui n’est que la précédente en remplaçant sin. c par cos. b, 
parce que le sinus.d’un angle est le cosinus de l’angle com- 
plémentaire. ( not. ). * 

Quant au troisième côté CD, il peut se trouver de 
deux manières : 

1°. Dans les deux triangles semblables CBD,CT'E, 
on a 

BD 

CEouR : ET" oucot.c=:BD : CD, d’oü CD= -g- cote; 

2°. On peut tirer la valeur de CD de la propriété 
CD» = CB* — BD*. 


\ 
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• PROBLÈME II. 

Étant donnés les deux côtés de l’angl* droit, trouver l'bypoténnse et 
les angles. (/i§. 13 g). 

Les côtés connus sont CD, DB : on aura l’angle c par 
la proportion ' 

CD ; DB = CA ou R : AT, d’où tang. c = — ‘ 

d’où on conclut b = loos' — c; mais on trouverait aussi 
l’angle b directement. A cet effet , après avoir pris Ba =: 
CM, décrit l’arc a M', et mené au point a la tangente at, 
prolongée jusqu’à la rencontre du rayon BM^, d’où résulte 
at ■= tang. ô , on a les deux triangles semblables Bat , 
BDC, qui donnenl la proportion 

BD : DC=BaouR : a<,d’oùtang ô=— 

On trouvera l’hypoténuse C B par la proportion 

CB: CMouR = BD:^iin. c,d’oùCB = ^— , 

’ sin. c ’ 

ou par la propriété BC“ = BÏ)“ -f- DC*- 

PKOBLÉKE 111. 


Étant donnés l’hypoténuse et un angle , trouver les deux antres côtés. 

( t3g;. 


Connaissant l’un des angles aigus c , on connaîtra le se- 
cond angle aigu ô : il ne restera donc qu’à calculer les 
côtés, et , à cet effet , on fera les proportions 


CM ou R : MP ou sin. c = CB : BD = -n- sin. c, 

CB 

c M ou R : CP ou cos. c = CB: CD = cos. c ; 
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PHOBLÈHE IV. 

Étant (tonne un càté de l'angle droit avec l'nn des angles aigus, 
trouver l’iiypotènuso cll’autre côté. (■f'iÿ. i3g). 

Connaissant l’un des deux angles aigus 6 , on connaîtra 
l’autre r j ainsi on peut supposer connus le côte BD et 
l’angle opposé c j on fera donc les proportions 

AT ou tang. c ; CAouB. = BD : CD = BDX — 5 —» 

tang. c 

MPousin. c : CM ouR=sBD ; CB = BD X . 

stn. c 

Tels sont tous les cas des triangles rectangles qui ne 
présentent aucune difficulté , puisqu’ils sont résolus par la 
comparaison de deux triangles semblables , ou par le 
théorème de Pythagore. 

Nous passerons à la résolution des triangles obli- 
quangles. 

PROBLÈME V. 


Étant donn(is deux angles et nn côte' , trouver le troisième angle et les 
deux autres côtés. ( 1 4 ° )• 

Les deux angles connus* a et 6 feront connaître le troi- 
sième en c. Pour trouver les côtés inconnus C A , A B , on 
partagera le triangle AC B par la perpendiculaire C 11 , et 
des points B et A comme centre, avec le rayon R, décri- 
vant les arcs de cercles p et q , et abaissant les perpen- 
diculaires MP, N Q , qui seront les sinus des angles ù et 
a, les* triangles semblables BMP, BCH donneront les 
importions : 


é 


BC 

BM ou R : MP ou sin. ^ = BC : CII = sin. b. 


\ 
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I..es triangles ANQ , ACH donneront celle-ci : 

AN ou R : NQ ou sin. a = AC ou x : CII = ~sin.a: 

R 

comme C H = C H , on aura 

, X . J, . . ^ sm. h 

-V- sin. b — — sin. a , d ou a: ou AL = BL : 

R R ’ sm. a ‘ ’ 

égalité de laquelle on déduit la proportion 

BC : AC =sin. a : sin. b... (i) , 

dans laquelle on lit que les côtés BC et AC sont entr’eux 
comme les sinus des angles b et c opposés à ces côtés. Si 
donc on abaissait de B une perpendiculaire sur le côté 
C A , on aurait pareillemment 

BC : AB = sin. a : sin. c, d’où AB = A BC... ( 2 ), 

’ sin. a , 

ainsi on gonnait |ÿs côtés AC , AB. 

Corollaire. Des deux proportions (i)et( 2 ), on dé- 
duit cette suite de rapports égaux 

BC : AC : AB = sin. a : sin. b : sin. c. 

« 

Ainsi dans un triangle , les côtés sont comme les sinus 
des angles opposés , propriété importante que nous allons 
démontrer direetement. 

THÉORÈME PREMIER. 

Dans tout triangle, les sinus des angles sont dans le rapport des côte's 
opposés à ces angles. ( F'ig. ). 

Circonscrivons un cercle au triangle ABC, cequi est tou- 
jours possible, et du centre O abaissons les perpendiculaires 
OP, OQ, OR, sur les trois côtés , perpendiculaires qui divi- 
seront également ces côtés et les arcs sous-tendus. 11 ré- 
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suite de cette construction que AP = | AB sera le sinus 
de l’arc AM , mesure de l’angle C , que BQ == | BC sera 
le sinus de l’arc B N , mesure de l’angle A , et enfin que 
AR = 4 AC sera le sinus de l’arc AT, mesure de l’angle 
B; cela pose , on a cette suite de rapports égaux 

AB : 1 AB =BC : i BC = AC : i ACj 
c’est-à-dire , 

AB : sin. C = BC : sin. A = AC : sin. B : 

en observant que ces sinuj sont rapportés au rayon R' du i 
eercle circonscrit au triangle : il s’agit de les rapporter au 
rayon Rj or ( Fig. 142 ) CA étant R et CA' étant^R', 
on a 

. R:MP = R':M'P', d’où M'P'= ^MPj 

la suite précédente devient donc 

AB : ^ sin. C ^BC : ^sin. A =AC : ^ sin. B. 
tl ri R' 

c’est-à-dire , en supprimant le facteur commun — 

* AB : sin. C = BC : sin. A = AC : sin. B. 

PROBLÈME VI. 

Étant donnés denx côtés avec l'angle opposé II l’un de ces côtés, 
trouver le troisième côté et les deux autres angles. {Fig. i43). 

Les données sont CA, CB , et l’angle a ; on trouvera 
d’abord l’angle b d’après cette propriété que les sinus des 
angles sont entr’eux comme les côtés' opposés , de la- 
quelle on tire 

CA 

CB : CA = sin. a : sin. 6 = ^ sin. a j 
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mais si de C comme centre avec C B comme rayon , on 
décrit un arc qui rencontre le côté BA en B', les données 
CA, CB et l’angle a, resteront les mêmes dans les deux 
ti'iangles AC B , AC B', en sorte qu’on pourra conclure 
sin. b, ou sin (200? — i)r=sin. b', eu observant que le sinus 
d’un arc, est le même que celui de sou supplément (iiol.), 
ce qui s’aj)pliquc aux deux arcs b et 200^ — b ; mais ces 
deux solutions n’auront lieu qu’aulaiit qu’on aura à la fois 
l’angle a aigu, et le côléCA|>CB. Si^’anglea est obtus, • 
l’angle b sera nécessairement aigu j alors le triangle sera- 
défini , et il n’y aura qu’une solution : si l’angle a étant 
aigu ,onaCA<^tB,il n’y aura encore qu’une solution, 
parce qu’alors l’angle b êst aigu , à plus forte raison. 

Connaissant les angles a et ^ , on en conclura le 
troisiènfte c, et on obtiendra le troisième côté par la 
proportion 

sin. a : sin. c = CB : AB = ^ CB. 

sin. a 


THÉORÈME II. 


La somme des sinas de deux arcs AM, AN , est i la différence de 
CCS mêmes sinns , comme la tangente de la moitié de la somme de 
ces deux arcs, est à la tangente de la moitié de leur différence j c’c9t- 
à-dire qu’on a sin. A M + sin. A N : sin. AM — sin. AN = 


' (AM-hAN) (AM— .4N),_. ,,, 

sang :tang' -{Fië- i44)- 


Portez l’arc AM de A en M', et tirez MM' qui sera 
jjerpendiculaire sur le diamètre AB, menez la perpendi- 
culaire NQ sur AB, et N F parallèle à AB, joignez le point 
F aux points M et M', et d’un rayon FG égal à celui du 
cercle , décrivez l’arc 1 G K. rencontrant N F en G , et en 
•e point G élevez HL perpendiculaii'e à NF ; les lignes 

8 
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GH et G L sont les tangentes des angles y et f qui ont 
pour mesures les moitiés des arcs N M, NM', dont le pre- 
mier est la diflférence AM — AN, et le dernier est la 
somme AN -^_AM'=AN -j- AM, en sorte que G H = 
\ ~ AN),GL = Ung./’ = 

lang. \ ( AM AN ) ; cela posé , il est visible que M'P. 
étant = M P, la ligne M'il = M P + PR = M P + N Q= 
sin. AM sin. AN j pareillement MR = MP — NQ = 
sin. AM — sin. 4N: d’ailleurs les triangles semblables 
FGH et FMR , FGL et FRM', donnent les proportions 

IIG : MR = FG : SR, 

LG : M'R = F.G : FR, 

donc à cause du rapport commun , on a 

LG : M'R = HG : MR, ou M'R : MR = GLÎ GH, 

c’est-à-dire la propriété énoncée. 

Nous pouvons maintenant résoudre le problème sui- 
vant. 

PHOBLÈHE III. 

Étant donnes les denx côtés C A , C B avec l’angle compris , tronrer 
les denz autres angles et le troisième côté. {Fig. i45). 

Connaissant l’angle c , vm connaîtra la demi-somme des 

deux autres angles, savoir — — : mais (tneor. I) 

sin. a : sin. b ~ CB : CA, 

d’où 

sin. n-f-sin. ^ : sin. a— sin. CB -j- CA : CB — CA, 
et ( théor. U ) 

tang^^ = ^^=CB-fCA:CB^CA; 
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on connaît donc par cette proportion tang 

€l b 

tables donnent l’anglt : or 


{a— b) 


ii5 


, et les 


« = !(« + *) + i 

bz=\(a-Jfb) — \{a—b)i 

on a donc en particulier chacun des angles a et b z ainsi 
pour trouver le troisième côté A B , on fera la proportion 
( théor. I) 


sin. a : sin. c = CB : AB ; 


CB. 


Nous aurons besoin du théorème suivant pour complé- 
ter la résolution des triangles rectilignes. 

THÉORÈME UI. 

Dans tout triangle rectiligne , le cosinus d’an angle est an rayon, 
comme la somme des carrés des côtés qni comprennent cet angle, 
moins le carré du troisième côte, ou du côté opposé', est au 
double rectangle des deux premiers côtés. l4o). 

^ Des points A et B, avec le rayon R, décrivons les arcs q 
et P , et du point (Rabaissons la perpendiculaire C H sur 
le côté A B : les triangles semblables AC H , AN donne- 
ront la proportion 

AC 

R : AQ ou cos.a=AC : AH= - 5 - cos. az 
I I a. ' 

AC 

mais de BII =r B A — AH = B A — cos. a , on dé- 
duit en élevant de part et d’autre au carré , , 


BH“ = BA* — 


i. BA X AC 


AC» 


cos. a 4- cos. • a ; 
' R» ' 


R " ' R* 

or, en ayant égard aux valeurs de AH et de B H qu’on 
vient de trouver. 


AC* 


CH* = AC* — AH* = AC* — ^ cos.» a , 
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CH“— CB* — BH* = CB* — ' 
a. BA X AC 


R 


cos. a -f- _^cos. : 
' K’ 


de l’égalité de ces valeurs de CH*, on déduit 

a BA X AC 


AC* = CB* — BA* 
d’oii l’on conclut 


R 


cos. fl = R. X 


AC* + BA*— CB* 
a BA X AC 


cos. fl, 


■ Cl). 


Si la perpendiculaire CH tombait en dehors du triangle 

AC 

(F/g". i46},onauraitïiH=::AIl — AB= -g- cos. a — BA, 

■et la valeur de BH* étant exactement la même que celle 
que nous avons trouvée ci-dessus , on aurait les mêmes 
valeurs de CH*, et conséquemment la même valeur de 
cos. fl. 

PROBLÈME IV. 

Etant donnes les trois edte^ d’un triangle , trouver les trois angles. 
(Fiÿ. i4o). 

On a, d’après le théorème précédent , 


cos. fl = R X 


AC* + AB* — CB* 


a BA X AC ’ 
et on déterminera de la même manière les deux autres an- 
gles par les formules 

’cos,t = ExE.±|ï^‘. 

. BC X BA - 

c«.c=Kx^+j5l7.S‘. 

a CA X CB 

Nous pi'ésenterons dans les deux tableaux suivans tous 
les cas des triangles rectangles et des triangles obliquan- ' 
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^les, en désignant l’h^'^potenuse par D, pour rappeler 
{qu’elle est opjwsée à l’angle droit, les angles aigus par 6 et 
c , et les côtés opposés à ces angles par B et C. 

TRIANGLE RECTANGLE {Fig. 147 ). 


c iS. 

DONNÉES. 

INCONNUES. 

SOLUTIONS. 

I. 

L’hypoU'nusc 
D et IcM angles 
b et c. 

B et C. 

R : sin. c = D ; C. 
R : cos. c= D : B. 

2 

L'Ijypolcmiac 
Dct un côbi C. 

Les angles 
b et c. 

D : C = R ; sin. c 
b = 100 ^ — c. 

3: 

L’hypoténuse 
D et an câle C. 

Les angles 
ô et c et 
l’autre côte' B. 

On^ cherchera les an- 
gles par le deuxième 
cas , et le c6tc B par 
le premier. 

4 - 

Les angles 
beic 1 

et nu côte' C. 

L’hypoténuse 
^ et le càiu B. 

Sin. c : R =C: D. 
Tang. c : R — C ; B. 

5. 

Les angles 
iet e 

et le côte B. 

Le côte' C et 
l'hypoténuse 

D. 

R ; tang. e := B : C. 
Sin. c : R = C : D 
ou D* = C* -I- B». 

6.’ 

.■%u 

C et B. 

- 

Les angles b 
et e, et l'hypo- 
ténuse D. 

. - >. 

B : C=R : tang.c : 
on trouve l’hypoté- 
nuse par le ({uatrième 1 

: 1 


t 
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Nous désignerons les trois angles par a, 6 et c , et les 
côtés opposés par A, 13 et C. 

TRIANGLE OBtlQUANGLE {Fig. 148). 


CAS. 



SUCUTIONS. 

1. 

Les angles a 
et h et uo 

e6te B : 
on connaît e. 

Les côtes A et 
C. 

sin.ô;sin.a=B ; A. 
sin. 4 : siu. c =B : C. 

2. 

Les c6tcs A y B 
et l’angle a op- 
pose à l’im 
deux. 

Les angles b 
et Cf et le côte 

C. 

A : B=sin. a : sin. b 
c = 300 ^ — ( i» -f- a ) 
sin. b : sin. : C. 

3 . 

Les cAitô Q et 
B , et l’angle 
compris a. 

Les angles h 
et c , et le côte 

A. 

c -H B :C — B 

/e-(-ô\ 

=tang f 1: tang. 

/c— ô\ * 

1 j : connaissant 

c et 4, on dccouyrira 
A par le premier cas. ' 

4- 

Les trois côtes 
A, B cl C. 

Les trois angles 
' < 1 , ô et c. 

1 

B>4-C’— A* 

cos.a =B X -- — 

» aB xC * 

, _ C>-t-A>— B* 

C0S.6=tV X y, — 

a C X A 

_ B’-f-A’— C». 

COS.c:=rn X - — — i— 
a BxA • 


» 


» 


i 
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CHAPITRE XII. 

Du calcul trigouomctrique. 


I 


NOTIONS. 


# 


JES arcs que noos aurons à considei'er, sont rapportés 


( Fig. 149 ) les uns à l’origine A , les autres à l’origine E , 
l’arc AE étant un quart de circonférence : les premiers 
seront les arcs primitifs , et les autres seront les arcs 
complémentaires. 

Nous regarderons comme positifs ou absolus les sinus 
qui tombent au-dessus du diamètre AB , et nous pren- 
drons négativement ceux qui tombent au-dessous de AB 
(Alg. prem. sect.). Ainsi tous les arcs primitifs de o à «r, x- 
étant la demi-circonférence, auront des sinus positifs, 
et tous les arcs de x- à 2 x- auront des sinus négatifs. 

Nous regarderons encore comme positifs tous les arcs 
comptes de A et dans le sens AMEB, etc. , et conséquem- 
ment comme négatifs tous les arcs comptés de A dans le 
sens contraire AM'D ,,etc. j ces derniers arcs de o à x- 
auront des sinus négatifs , et de x- à 2 des sinus positif. 

Les arcs complémentaires comptés de E vers A , seront 
positifs , et de E vers B seront négatifs : les sinus QM des 
premiers , qui s’étendent à gauche du diamètre D E , se- 
ront absolus ou positifs ,' et les sinus Qm des seconds , qui 
s’étendent à droite du même diamètre , seront négatifs. 
Les premiers arcs sont des complémens additifs aux arcs 
primitifs^ les seconds sont des complémens soustractifs. 
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Ainsi lorsque l’arc primitif est entre o et -, auquel cas le 
complément est additif, le cosinus CP est positif; lorsque 
l’arc est entre î^ct »■ , et alors le complément est sous- 
tractif , le cosinus C P est aussi soustractif. Pour les arcs 
3 . 

de » à - 7T , les cosinus restent nc’gatifs , et ils redevien- 
nent positifs de à 2 ;r. 

11 faut encorj Observer que les arcs négatifs ont les 
mêmes cosinus que les mêmes arcs pris positivement. 

Il résulte d’abord de ces notions' que 

sin ( — û) = — sin. a , cos ( — a ) r= cos. a... (i) 
a désignant l’arc AM. 

Soit EM = Em = a : considérons le sinus de l’arc 
Z—a=z AM ; ce sinus sera M P = Q C = cos. a : 

le sinus de l’arc ^ -f- a = AE m, est mp ■=. QC — cos. a ; 

le cosinus de Z — a = A M, est PC = MQ = sin. a ; et 

le cosinus de Z + a=AEw, est C^ = Qm= — QM 
= — sin. a. Donc 

sin — a^=cos. a, sin -f- a^=-j- cos. a , 


cos ÇZ — sin. a , cos — sin- a ^ 

d’où l’on conclut 

sin(Z-f.fl)= sin (j-«) 
cos(: + «) = _ cos(f-a) 


(•), 
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Nous avons déjà démontre (XI.) que le sinus mp d’un 
arc AËm, est égal au sinus MP de son supplément AM = rt; 
le cosinus du même arc AE7w,est= — CP = — 
cos. a. Si l’on prend l’arc Bm' Bn» = AM::p 
» a, le sinus de l’arc AEB m ou de ■>: -f- a , est 
pm ■=. — pm = — PM = — sin. c; d’ailleurs l’arc 
AEBm' a pour cosinus Cp= — CP = — cos. a : donc le 
sinus d’un arc plus grand que n , tel que tt a , par 
exemple , est le sinus , pris en moins , de l’arc jr — a , et le 
cosinus de ir -j- a est le même que celui de ît — a. De ce 
qui précède , on conclura ces formules 

sin (jT — a ) =z= sin. a, sin (jr-|-a) = — sin. a 
cos (tt — a)=: — cos. a, cos (7r-f-a)= — cos. a 
sin (27T — a)= — sin. a, sin ( 2 îr-j-a) = sin. a 
cos ( 2 ir — a ) = cos. a, cos (27t + a) = cos. a 
etc. 

Dans le triangle rectangle MPC ( i49 ) » a MC* 

= MP* + PC*, c’est-à-dire , en désignant le rayon par R, 

R* = sin. * -j- cos. “.... (4) 

Les triangles semblables C P M et CAT, CQM et CET' 

( /*’%■. 1 3g ) nous ont donné ( cbap. XI ) ces deux formules 

tang. a=: R X , cot. a = R X •... (5), 

® cos. a ’ sin. a ' " . ' 

desquelles on conclut ' » 

R* * 

tang. a X cot. a = R*, ou tang. a = (5'). 

cot. a 

Nous ferons connaître d’autres lignes t;-igonométriqu*es 
qu’on a encore occasion de considérer, et qu’on a aussi 
évaluées en parties du rayon et consignées dans les tables , 

vis-à-vis des arcs ^xquels elles répondent. 
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Ou appelle sécante de l’arc AM ( Fig. 1 89 ) la longueur 
CT comptée du centre C sur le rayon mené par l’extré- 
mité M de l’arc , et prolongé jusqu’à la rencontre en T de 
la tangente en A», menée par l’autre extrémité ; et co- 
sécanle du même arc, la sécante CT' de l’arc complémcn-, 
taire EM. Pour un angle « dont AM — a est la mesure, 
on désigne ces deux lignes par séc. a et coséc. a. 

La ligne AP se nomme sinus verse, et la ligne EQ co- 
sinus verse, et pour l’arc AM on note ces lignes en cette 
manière: sin. vers, a, cos. vers. a. , 

Ces quatre dernières lignes trigonométriques se tradui- 
ront encore au moyen du sinus , du cosinus et du rayon. 
En effet ( Fig. i 3 g ) , les triangles semblables CMP et 
CTA J CQM et CET' donnent 

CP : CM = CA : CT 
CQ : CM = CE : E'T, 

d’oii l’en déduit 

• séc. a = R* X — ^ — ,....(6), 

COS. a 

coséc. a = R* X -r-î — •■•il)- 

5in. a ' ' 

on a 

AP = CA — CP,EQ = CE — CQ, 

ou 

sin. vers. « = R — cos. a... (8). 
cos. vers, a = R — sin. a.... (9). 

11 devient donc facile d’assigner les signes des lignes 
trigonométriques dans les quatre quadrans du cercle , 
"ainsi que les Valeurs numériques de ces lignes aux quatre 
points remarquables de la circonférence , savoir : oS, 
'loos', 200^ et 3 ocf. Tel eit le sujet du tableaû suivant 

* 
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De 

sin. 

COS. 

tang. 

cot. 

sec. 

cosé. 

siu.v. 

COS.V. 

oS à loo? 

+ 

+ 

+ 

+ 

7 ^ 

+ 

+ 

+ 

lO»^ à 9 . 00 ^ 

+ 

— 

— 

— 


+ 

+ 

+ 

200^ à 3 oo^ 
doo a 400 


— 

+ 

+ 

— 


4 * 

+ 

— 

+ 

— 


+ 

— 

+ 

H- 

à os 

0 

R 

0 

00 

R 

00 

0 

R 

n f • 00^ 

Pour } 

l 200^ 

R 

ô 

CO 

0 

CO 

R 

R 

0 

0 

—R 

0 

— db 

—R 

CO 

2 R 

R 

1 3 oOg 

—R 

0 

CD 

0 

00 

— R 

R 

2R 


On sait que ce signe œ repre'sente l’infini , c’csl-k-Jirc , 
une longueur plus grande qu’aucune longueur donuee , 
quelque grande qu’elle soit; c’est encore pour la tan- 
gente de I oos , par exemple , la négation de la possibilité 
que U tangente à l’origine , soit rencontrée par le rayon 
mené par l’autre extrémité de l’arc , parce qu’en effet 
ces deux lignes sont parallèles , lorstjue l’arc est de loor. 

Il sera bon de s’exercer à retrouver dans la figure les 
signes des six dernières lignes trigonométriques. 


PROBLÈME PREMIER. 

k 

Élant donnés les sinns et cosinus de deux arcs a et b, assigner les 
ûnus et cosinus tant de la somme que de la difiërence de cés arcs. 
^'ig. i5o). 

Soient le rayon AC=R , l’arc AB=a, Farc BD=:6, 
et par conséquent l’arc A B D = a -f- A : des points B et 
D abaissez les perpendiculaires BE, DF sur AO, du point 
D menez DI perpendiculaire sur BC , enfin par I menez 
IK perpendicidalre et IL parallèle à AC. On aura 
IK.-I-DL =DF =sin (a+b) , CK— ILr=CF==cos (a+b ) ; * 
si l’on prolonge le sinus DI jusqu’à ce qu’il rencontre la 
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circonférence en M , on aura BM = BD-= b, et MI = 
ID =: sin. b : par le point M menez MP perpendiculaire, 
et MN parallèle à AC : puisque MI =DI, on aura 
MN = IL, et IN = DL • donc 
IK— IN=MP=sin(a— i),CR+MN=CP=cos;a— A), 
ou 

IK — DL=MP=- si n'(a — b) ,CK-f-IL=CP=cos (a — b), 

‘ Il s’agit donc d’évaluer en sinus et cosinus des arcs a et b, 
les lignes IK , DL , CK , IL. Les triangles semblables BCE , 
ICK donnent les proportions 

CB: CI=BE: IK, ou R:cos.è=sin. n: IK ^ 


CB:CI=CE:CK,ou R:cos.éz=cos.n:CK= 


R 

cos. fl cos. & 




les triangles DIL, CIîE qui ont les cotés perpendiculaires 
chacun à chacun, sont semblables , et donnent les propor- 
tions ’ 

CB: DI=CE : DL, ou R : sin. è =cos. fl : DL= 
CB:DI=BE:IL, ouR:sin.i=sin.fl:IL _ 

R 

donc 

... , sin.flcos.i-f-cos.flsin.é 
sm {a-\-b)= Z 


sin (fl — b)r= 


R 

sin.flcos.é — cos.flsin.^ 1 


cos (a-f-A)= 


R 

cos. fl cos. b — sin. fl sin. 6 


(10). 


R 


cos (fl— A)= cos.flcos.^-l-sin.flsin.& 


R 


On suppose ordinairement ces formules applicables à 
des arcs quelconques, quoiqu’elles n’aient été trouvées 
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que pour Jes arcs dont la somme est plus petite que le 
quart de la circonférence; à la vérité, pour chaque cas 
particulier, on peut imiter la construction précédente , 
et même il est utile de s’y exercer ; mais on peut se con- 
yaincre plus facilement, comme il suit, de la généralité 
de ces formules. • 

1®. Si la somme des arcs a -j- ^ 5 grande que 

î et moindre que tt , tt étant la demi-circonférence , 


P — a — b sera plus petit que J. ; or , d’après la pre- 
mière des formules ( 3 ) , 

sin (a-f-Â)=sm (tt —a — b) =sin — a -f- - — ; 

Si l’on prend - — a pour un seul arc , et - — b 

pour un autre arc , on aura , d’après la première des for- 
mules (10), et les,formules (2) , 

sin (a -h h) = ^ (7 — 

-P ^ sin (^ - Z.) cos (J - «) 

cos. a sin. b -f- sin. a cos. b 

R ^ 

De même, d’apres la seconde des formules ( 3 ), 
cos {a b) — — cos (tt — a — b) 

:=z — cos — a -j- — — * 

= (7-O 

-sin 
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* = — 1 (sin. a siti. b — cos. a cos. b) 

. 

cos. a cos. b — sin. a sin. b 

. g 

2 ®. Si a + 6 est ]> ir et 27 t, on aura 2 ir — a — b 
<[ Tz’, d’ailleurs, d’après les formules (3), ' 

sin(fl4'^)= — sin(27r — a — é)= — sin (y — a-|-7r — b) 
cos {a-\- b) = cos(27T— a — Z>) — cos ( 77 — a-f-7r — b), 

donc, en otservant que les arcs it — a et ir — b sont sé- 
parément <[ 77 , • 


sin (a + Zi) = — 1 1 sin (tt — a) cos ( 77 — b)-\- 

. , ,, . ,) sin. a cos. i -f-*sin. 5cos. a 

in(77 — b) cos (77 — a) \ = ^ 

cos (a -f- i) = g I cos (77 — a) cos ( tt — b ) — 
, ^ / r\ } cos. a cos. b — sin. a sin. b 

(77— a) sin(77 — i) j =- g 


On prouvera de la même manière que ces formules 
sont vraies pour l’arc a b compris entre 2 (m — 1)77, 
et 2/7177. 

Remarque. Nous avons démontré {Figure 140 ) 

( XI. théor. I ) ces deux proportions 

AC = BC, AB = BC: 

or les triangles semblables BMP, BCH donnent 

BM ou R : BP ou cos. 5 = BC : BH = cos. b, 

et des triangles semblables ANQ, AC H, on déduit 

ANouR;AQoucos.a = AC; AH = !ÎÜ- BC; 

^ R >ia. a * 


« 
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BH + HA = AB = Ç j cos. h + — - 
R * &m. a ) ^ 

donc , en substituant pour AB sa valeur, divisant par BC , 
et multipliant par sin. a , on trouve . , 


sin. c 


sin. a cos. b -f- sin. h cos. a ^ 

g ; 


il faut dire que les trois angles a, £ et c valent deux 
droits , ou que l’angle c est le supplément de a + 5 : 
ainsi ( not. ) on remplacera sin. c par sin {a b), ce 
qui donne la première des formules (lo) , c’est-à-dire 


sin (a -f- b) 


sin. a cos. b -j- sin. b cos. a 
_ 


Si , dans cette formule , on suppose b = 1091?, on aura 
cos. 5 = 0, sin. 25 = R J donc 

I 

• /T „ I \ R COS. a 

sin (looy + a) = = COS. a, 

R * 

et en remplaçant a par m -f- 71 , 


sin (loo^ -f- m -f- n) ï= cos (m -j- n) 


soit 100^ + = M : on a 

.... , , sin.Mcos.n-f-sin.ncos.M 

ces (m-j-n )=sin(M + n)= X 

R 

sm(ioo?-f- 7 n)cos.n-f-sin. 7 icos( looS-f-m) 

R 

cos. nxcos. n — sin. nsin. m 

R ’ 

en observant que sin ( 100^ -f- m ) = cos. m , 
cos ( 1 00^ -j- m ) =3 — sin. m : changeant m en a 
et n en b , on retrouve 
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, 1 rv COS. a cos. b — sin. a sin. h 

cos(a-j-A)= g , 

on obtiendra les deux autres formules sin (a — b) 
et cos ( a — 5 ) , en changeant dans les deux précédentes 
h en — b, et observant que sin ( — b) = — sin. b y 
cos ( — 5) — cos. b. 

Corollaire. En divisant la première par la troisième 
des formules ( i o ) , on trouve • 

tang {a^Jt) = R X ' 

COS {a zh b) 

T> ^ ^ sin. a cos. B di sin. h cos. a 

“ — ^ H ^ ■, : r* > 

COS. a cos. sin. a siu. o 

divisant haut et bas par cos. a cos. B , et remplaçant 

CO». 

par ,t)n a 

_ ^ Jtang.a±*tang.5 

^ tang. (a ± Z-) = R X ; 

1 z;: tang. a tang. b 

‘ _ y. tang. a ±. tang. b 

R‘ a utig. b ^ 

Des formules (lo) et (i i), on tire pour a ■=: b, 

. . . , . 2 sin. a cos. a , ^ 

sm. 2 û = sin. (rt + û) = _ 

R 

, , V cos.* r/ — sÎB.* a , 

cos. 2 = cos. (a + û) = . ■ (i i) 

^ R 

. , , , , aR* tan", a , 

tang. 2 a ~ tang (a + a)z= r ° (>4) .. 

o 6 ». -T ^ R^Ung.’n . 

J 

La formule (i3) peut, à l’aide de la/propriété (4) sin.*- a 
+ cos.* a — R*, se présenter sous ces deux autres 
formes 
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cos. 2 a =: 


cos. 2 a : 


2cos.*a — R* 

R ’ 
R® — 2^in.® a 
R 


desquelles on tire en dégageant cos.® a et sin.® a , 

« R® 4 - R cos. a a 

cos.® a = ! , 

* 


sin.® a = 


R® — R cos. 2 a 


..(i 5 ') 


et en changeant 2 a en a , et conséquemment a en | a 

[...(i6) 


* 2 cos. * i a — R® 

cos. a = î 

R ’ 


cas. a =; . 


R® — 1 


Des formules ( 1 6) on déduit encore 


R® -f- R cos. a 


R® R cos. a 


cos.® 




■(17) 


Dans les triangles semblables CAT et CMP {]Fig. i 38 ), 
on a 


donc 

sin. 


MP : TA = CM: CT, CP:CM=CA :CT, 
R un^. R' 


V/r* 


COS. ; 


tUDg.’ ' 

Ces formules (i 5 ), (i 5 '), (*7)» (17O nous seront utiles 
dans la géométrie analitique. 

Les formules (l 5 ) donnent sur-le-champ la valeur 
de sin. a et cos. a en fonction de cos. 2a , c’est-à-dire, 
le sinus et le cosinus de la moitié d’on arc ; ces valeurs sont 
cos. a=^i(R®-4-R cos. 2 a ) 
sin. i (R® — R cos. 2 a) 

l’équation (14) résolue par rapport à tang. a , donne 

9 


C17') 
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„ I — R it \/R * +tang.* ia j 

tang. a =R i — — J—jM ? (tg) 

^ tang. 3 a 

Les valeurs (i8) et (19) sont doubles à cause des 
radicaux; il ne s’ensuit cependant pas que les sinus, cosi- 
nus , tangente de la moitié d’un arc 2 a , soient suscepr 
tibles de deux valeurs différentes, ce qui serait visible- 
ment absurde. Mais on doit faire attention que les arcs 
qui ont même cosinus que l’arc 2 a , sont compris sous les 
deux formes générales : a imt 2 a, 2 m n — 2<i 
( form. 3 ) , dont les moitiés sont m jr + a, m ir — a , r étant 
toujours la demi-circonférence; or les sinus et cosinus de 
la moitié des arcs qui ont même cosinus que l’arc 2a, 
doivent être donnés par la même équation ; donc les 
équations précédentes doivent donner sin (m tt ±a), 
cos ( m TT ± fl ) : il reste donc à faire voir que ces sinus et 
cosinus se réduisent 'chacun à deux égaux et de signes 
contraires : or ce_ qui est évident, puisqu’on a 

sin (ot TT — a)= qr sin. a , cos (mir — a)=dz a cos. a, 
sin( niTT -j- a) = ± sin. a, cos ( m ir -f- a)=dicos. a, 

le signe supérieur ayant lieu pour m pair, et l’inférieur 
pour m impair. 

On a encore 

. O • /■ I s sin. a cos. 2 « -f- sin. 2 a cos. a , 

sin. 3 a=sin. (2a-f-a)= 1 - 

H 

O / 1 \ cos. a cos. 2 a — sin. « sin. 

cos. 3 a =cos. (2 a+a)=z ! 


tang. 3 «=tang.(2arf-a) = R* 


tang. a -j- tang. 2 a 
R ’ — wng. a tang. 2 a 


En substituant dans les deux premières 2 sin. « cos. a 
pour sin. 2 a , et cos.* a — sin.* a pbur cos. 2 a , on trouve 


V 
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siri.3a= A| sin. a (cos. * a _ sin. =* a ) + zsîn. a cos. » a| 

= -^ ( 3 sin. a cos. “a — sin. ^a) 

cos.3a == .L j cos. a (cos. » a—sin. “a) — 2 sin. • a cds. a j 

~ ^ ( ^ a — 3 sin. “ a cos. a ). 


A l’aide de l’equation sin.* a + cos.» a = H », onpeut 
éliminer cos. * a dans sin. 3 a , et sin. * a dans cos. 3 a , 
et on obtient 


sin.3a±=jL| 3 R* sin. a — 4 sin. 3a | 

cos. 3 a 4 cos. ® a — 3 R * cos. a | 
On trouvera de même 



* 


sin. 4 a— ^ cos. a ( 4 R* sin. a — 8 sin.3 a ) 

cos.4a=.j^(R4 — 8 R * cos. • a -|- 8 cos. 4 a) 

sin. 5 a ( 5 R 4 sin. a — 20 R * sin.® a -f- 

16 sin. 3 a ) 

cos.5at=.L(5'R4 cos.a — 2 oR* COS.3 a + 

16 cos. 3 a) 



dou Ion voit que le cosinus du tiers, du quart ou du 
cinquième d’un arc donné, dépend de la résolution d’une 
équation du troisième , du quatrième ou du cinquième 
degré. Quant au sinus, il est donné par la résolution d’une 
équation du cinquième degré, pour la division en cinq par- 
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ties J mais pour la division en quatre parties , on ne pour- 
ra chasser cos. a ’qu’en élevant au carré , et remplaçant 
ensuite cos. » a par R » — sin.» a , ce qui conduirait à une 
équation du huitième degré réductible au quatrième. 

Les formules fondamentales (lo) donnent sur-le-champ 
les suivantes 


sin ( a -1- 6 ) -1- sin(a — A)= 


• 2 sin. a cos. h 


sin(a-f-è ) — sin^a — b) — 


R 

2 sin. b cos. a 


cos ( a + ^ ) “H ^ — b)— 


R 

2 COS. a cos. b 


L.(2li 


COS (a— b) — cos ( a -f- è ) — 


R 

2 sin. a sin. b 
~ H 


qui servent à transformer des produits de sinus et cosinus 
en somme* ou en difierences de ces mêmes lignes. 

Si i’on fait a b i=p, a — b ~ q, on aura a == 


PdtLÎ , b=^ - : les formules (21) deviendront par 

a ■ a 

ces substitutions 


sin. P -J- sin. q 
sin.jp -*-sin. q 
ços.p eos. q 

I , 

CQS. q — COS. P 


2sm(/i±l.)cos(£:pî)' 


a sin 1 

R 

2 cos 1 

R 

2 sin 1 

R 


^..(2a) 


R 
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formules qui servent à transformer des sommes ou des 
différences de sinus on ^e cosinus en produits des mêmes 
, lignes. 

Si l’on divise les équations ( 21 ) deux à deux l’une par 
l’autre , on trouve, en ne retenant que les résultats essen- 
tiellement différens, et en tenant compte des relations (5) 
«t (6) , 


sin ( a + i ) -1- sin (a — b)^ 

sin. a 

cos. B 

sia (fl -+- b) — siu (a— b) 

cos. fl 

sin. b 

1 * ^ cot. B ^ng. a 

1 R ' • lang. 1/ 


1 sin (a -f- 5 ) -f- sin C 

sin. a 

tang. a 

1 ^ 0 » ( a-t- 6 )-+- cos ( a — » i ) 

cos. fl 

R 

I silï ( a )-f*sinC'* — ^). 

_cos B 

cot. B 

1 cos (a — i) — cos(a-t-4) 

sio. 6 

R 

sin (a 4- — sin (a -— £ ) 

sin. b 

tang. B 

cos (a-hb) -+-cos(a — B) 

cos. h 

R 

I sin ( a -|- Z> ) — sin ( a — B) 

_ cos. a 

cot. a 

§ . cos (<r — b) — cos(a-t-è) 

6111. fl 

R 

1 cos (a — B) — cos ( a -j- /5 ) 

_ sJn. a 

sin. B 

1 cos ) -♦- cos (a — b) 

cos. fl 

cos. b 

I tang. a tang. 

b 


1 R> 




Si dans ces formules on remplace a + i par p et a— h 

par q , et conséquemment a par b par , on 

les changera dans les suivantes qui sont encore très- 
usitées : 
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[ CO. Çe?) 


sin. P — sin. q 

R> 

__ ‘ang 1 


tang 1 

(^) 

sin. P -j- sin. q 

tang 

COS. P ^ cos. q 

. R 

• 

sin. P + sin. q 


COS. q — cos. P 

R 

sm, P ~ sin. q 

tog (P ^ f) 

cos. P -h cos. q 

R 

sin. P sin. q 

(£^) 

cos. q •— cos. P 

.R 

cos. q — cos. P 

tang tang ( 

cos. P 4- CQS. q 

R* 


tang 1 

m 

1 tangl 


cot 1 


1 cot 1 



t 
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Pour les sommes ou différences de tangentes ou de co- 
tangentes, on a 

. r Rfsin.acos. 5±siii.icos<fl) 

tang. azhtang. b= — i r ' 

® ® C 08 . a cos. b 

' R* sin (a ±1 h) 

• COS. a cos. b 

. r R(sin. ficos. a±:sin. acos.i) 

cot. a ± cot. b = — i- . ■ > ■■■ ■ — r 

siu. a sin. b 

R * sin ( Zi di a ) 

sin. a sin. b 

(25)...< R fsin. a sin. 5±:cos. fl cos.fi) 

\tang. a ± cot. fi = — i ^ — = 


cos. a sia. 6 
R * co"s (fi qr a ) 


cos. a sin. b 

|lang. a — ^ cot. fi cos (a -f- fi ) _ 

tang. ct+ cot. b cos (a — h.) 

^ séc. (a — fi ) 

sA: (a-^ i) 

Pqpr B = a, les troisième et quatrième formules (21) 
donnent 

, 2 cos. ® a T, 2 sin.® a 

R-f-cos. 2a= g ,R — cos. 2a= ^ , 

et des Quatrième et cinquième formules (28) on déduit 

sin. 2 a tang. a sin . 2 a cot. a 

R cos. sa R ’ R— cos. a a R 

(27)...^d’où l’on tire par la division 

, R — cos. 2a tang.® a 

R H- cos. a a R * 

Enfin les formules (^5) donnent 
2 R’» 

tânfir. d “t* cot. û = . ■ — 2 coséc.. 2 £i 

O ’ sid. 2 a 

2 R COS. 2 fl ^ 

tang. a — cot. a = — — -^77^ — 2 cot. 2 a^ 

d’on A 


tang. a — cot. a cos. 2 a 

tang. a + cot. a R 


i 
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A l’aide des formules precedentes , on de'dnit facileitient ^ 
celle-ci 

sin. « U + Sîn. « /, B» — fi a a -f COS. a ^ ) 

= B.“ — COS ( a-j-3) cos (a — 3) 

, cos. “ a + cos. » £ = R» + 

' a 

= R“ cos(a-f-3) cos (a — 3) 
{sin. * « — sin. * 4 = cos. “ 3 — cos. “ a 

= siufrt + i; Xsin(a — 3) 

jsin. »u4-rns.»7,^R »— «— 3^) . 

j =R“ — sin(a-j-Zi)sin(a — 3) 

(2g)..7<sin. » a — cos. ‘3 = sin. =“ é — coV * 


R ( cos. 2 a + cos. 2 3) 


ir 


= — cos(a-f-t.')cos (a — 3), 
[sin. acos. « + sin. 5 cos. 3= ^.T + sin. 25) 

3 

= sin ( fl + 5 ) cos (a — 5 ) 
fsin.acos.a — sin. 5 cos. 5= sin (a — 5)cos(a-l-5) 

tang. « a— tang. “5= «n «n ( a — 5 ) 

cos. ’ a cos. ’ b 

cot.» a— cot.“ A— — 

sin. * a sin. ’ b. 


Ceux qui désireraient plus de détails en ce genre de 
combinaisons , pourront consulter la Trlgondmélrie de 
Cagnoli , \ Introduction à Vanalise des injîniment petits 
d'Euler et les ouvrages de M. Carnot.^ 
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CHAPITRE Xia 

Formation des tables de sinus, cosinus, t.m- 
gentes , etc. , rapportées à la division décimale , 
et applications. 


Qüelqve méthode que l’on emploie pour former les 
tables de sinus , on tombe dans des calculs longs et pé- 
nibles J cependant on est parvenu , à l’aide des séries , à 
les abréger. Ici nous nous contenterons d’indiquer un 
procédé qu’on pourrait employer à la rigueur, mais que 
nous considérons plutôt comme propre à faire sentir la 
possibilité de l’opération , seul but que nous nous propo- 
sions dans ce chapitre. * 

Il est d’abord évident que tout peut se réduire au cal- 
cul du [sinus et du cosinus d’un arc fort petit , tel que 
0^,000 1 , par exemple j car au moyen des formules 
données dans le chapitre précédent on peut trouver le 
sinus et le cosinus d’un arc double , triple , etc. , et 
s’élever ainsi jusqu’à 0,0 1 et delà à 0,02 -, o,o 3 . 

Nous démontrerons d’abord que les arcs fort petits se 
confondent sensiblement avec le sinus et la tangente. 
Il faut bien prendre garde ici que nous parlons de l’arc , 
du sinus et de la tangente exprimés en parties du rayon. 

Soit a un certain arc : on a 


sin. a 
tanf». a 


cos. a 
~R“ 



f 


plus le sinus diminuera , plus ^/R’ — sin. > a approchera 
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de l’égalité avec R , et par conséquent plus le rapport 
“ approchera de l’unité : ainsi , pour de très - petits 

lang. a ^ ‘ 

arcs , le sinus est sensiblement égal à la tangente. 

Soit l’arc AM double de Am = a (_Fig. i 5 i) : si aux 
extrémités A et M on mène des tangentes AT, MT qui se- 
ront égales ( VII. lliéor . XV, coroll. II ), et la corde, M A , 
il est évident que l’arc AM est plus grand que la corde, et 
plus petit que la somme des tangentes AT -|-MT j donc l’arc 
a est plus grand que la moitié de la corde qui en est le 
sinus , et plus petit que .sa tangente .• ainsi l’arc est tou- 
jours compris entre le sinus et la tangente , et si ces deux 
lignes ne different que d’une quantité extrêmement pe- 
tite , l’arc différera encore moins de chacune d’elles. 

Cela posé , il est aisé de juger si un arc donné a est 
assez petit pour se confondre sensiblement avec son sinus, 
et de ceconnaitre jusqu’à quelle décimale cette identité a 
lieu : on regardera a comme étant la longueur d’un cer- 
tain sinus , et au mpyen de la formule 

R . sin. R . a ' 

~ V^R'^^iiT» “ ^/R>— a* ’ 

on calculera la valeur de la tangente correspondante ; tous 
les chiffres décimaux qui appartiendront au sinus et à la 
tangente, appartiendront nécessairement à l’arc hii- 
mcme : ainsi l’on pourra juger du degré de l’approxima- 
tion du sinus. 

En prenant le rayon pour unité , on a trouvé ( X ^ 
n— 3 ,t. 4 ï 5 g 26535 89793 

w désignant la dei»i - circonférence : l’arc 0,0001 sera 
donc 
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a = 0,000 1 5 70796 32679 4896 : 

I 

én exécutant le calcul que nous venons d’indiquer, ou 
s’assurera que cet arc a peut être pris pour sin. a , du 
moins dans les douze premières décimales. 

On a donc 

sin. 0,0001 = o,oooi 5 70796 , etc. 

Reprenons la formule connue 

sin ( X + d ) = sin. x cos. a + sin. a cos. 

rapportée au rayon égal à i'unité , et retranchons - en de 
part et d’autre sin. x : nous aurons pour différence 

sin (x + o) •— sin. X = sin. x cos. a -f- sin. a cos. x 
— sin. X = cos. X sin. a ' — sin. x ( i — cos. a) } 

mais I — cos. a = 2 sin. * | a [ XII. (17)]} donc 

sin(x+a) — sin. x= sin. a cos. x, — 2sin.“5ûsin.x....(3) x 

on trouverait de même 

sin. X — sin (x-r-a )= sin. a cos. x + 2 sin. “ 5 asin. x.. . ( 4 ). 

Retranchant (4) de ( 3 ) , puis dégageant sin (x + a), on 
parvient à la formule 

sin (x-f-a)=sin.x-4-[sin.x— sin*(x — a)] — (asin. | a)®sin.x, 

Iqguelle par la substitution de x-}- a pour x , devient 

sin (x + 2 a) =sin (x + a) + [sin (x + û) — sin. x] 
— ( 2 sin.^l a) * sin (x a). .. ( 5 ). 

3 i pour X on écrit x i', puis x — 10" dans la for-» 
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mule ( 5 ) , et si de plus on y fait a= i,a= iq", on ob- 
tiendra çellcs-ci 

sin(a:+ i')=sin. x + [sin.a: — sin(x — i')] 

— (2sin.5o")*sin. x...(6) 

sin(x+io")=:sin.x4- [sin.x — sin(x— lo")] 

— ( 2 sin. 5 ")“ sin. X... (7) 

La première donnera les sinus depuis 1' jusqu’à jg, en 
y faisant successivement x = = 1', = 3 ', etc. 

La seconde donnera ies sinus de 1 o" en 1 o" depuis 1' 
jusqu’à» If, en y faisant aussi x= 10", 10", 3 o", etc. 

Ou pourra donc calculer de 10" en 10'^ les sinus des 
' arcs de à , de osS h ig, et ainsi de suite , lorsqu’on 
connaîtra ceux de is, os, 3 ^, etc. ^ 

Msûs lorsqu’on a déjà le ânus de le et celui de 5 o, on 
peut en faire dépendre les sinus de af, de 3 ^, etc. A cet 
effet, que dans la formule ( 5 ) on fasse a = iS, puis 
X = of, = iÿ, = 2^, = 3 ^, etc. , et on aura les relations 
suivantes 

sin.* 2*" = sin. -j- ( sin. if — sin. d ) 

— (2 sin. 5 o' )* sin. is 

sin. 3 f = sin. a*' -f- ( sin. of — sin. is ) 

— (2 sin. 5 o' )‘ sin. 2^ 

fin. 4^ = sin. 3 ^ -f- ( siti. 3 f . — sin. 2^ ) ’ 

— (2 sin. 5 o')“ sin. 3 ^". 
etc. 

Ayant donc fait le tableau des multiples du facteur 
constant ( 2 sin. 5 o')* par les nombre 1,2, 3 ... 9, M 
ne restera plus qu’^ effectuer des additions et des 
soustractions. Eu calculant ces élémens avec treize 
décimales, l’erreur, suivant M. Delambre, n’irait qu’à 
>0,00000 00000 06 sur le sinus de j n. 
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Passé ce terme , c’est-à-dire , de à | n les sinus se « at - 
culeront par la formule 

sin (yrt -4- «) =r sin (j:r — «) + sin. a, 

9 

qu’on déduit des suivantes , 

sin (t -|- a) = cos. a sin» a: -f- sin. a cos. x 
sin (x — a) = cos. a sin. x — sin. a cos. x , 


en retranchant la seconde de la première , et faisant dans 
la différence 

sin (x 4" a) — sin (x — ■ a) 2 sin a cos. x, 

X = -gir, d’où cos. X = sin. = | cord. jjr = | 
( IX. théor. YII ). 

Ayant ainsi calculé les sinus de o à 5o?, on déduira 
les cosinus des mêmes arcs , de la formule 

cos. = \/ 1 — sin. 

• * 

et ces cosinus seront les sinus de 5o^ à 1 00 ; , d’après la 
formule 

sin (loos — n) = cos. a. 


Passons au calcul des tangentes en parties du rayon : 
en allant de minute en minute , ou de dix millièmes en 
dix millièmes , on aura dix mille tangentes , dont on 
calculera les 5opo premières , en divisant le sinus paç 
le cosinus ) on déduira les 44®° suivent , de 1< for- 
mule . 

tang ( 1 -f = 2 tang. tang 


qu’on obtient en faisant & = ^ dans celle-ci 
tang (a + i) = i 

° 1 — lang. a taug. b 


ê. 

m 
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qui devient par là 


u.s(”+„) = LilJî!S^ 


pareillement 


^ \ 4 / t H" ung. a 


d’où l’on déduit 


+ « — 
= 2 tang. 2 a ; 


a 


\ _ 4 tang. a 
J I — UDg.’a 


en observant que tang. ^ = i . Pour avoir les 6oo der- 


nières il faut recourir à une série que nous ne pouvons 
démontrer ici. (Voyez les réciproques). Mais connaissant 
les sinus et cosinus des arcs moindres que 5 o^, en divisant 
le cosinus par le sinus, ôn formera les cotangentés de 
os à 5 oi?, qui sont les tangentes des arcs au-dessus de 5oi7 

Les valeurs des lignes trigonométriques , ainsi expri- 
mées en parties du rayon , sont ce qu’on appelle les sinus , 
cosinus, tangentes, cotangentes naturels; mais les ta- 
bles offrent les logarithmes de ces lignes, et comme leurs 
valeurs en parties du rayon sont , en général , des frac- 
tions décimales', les caractéristiques des logarithmes se- 
ront négatives ( Alg. , prem. sect. ) : ainsi le logarithme 
de sin. i' = o,oooi 5 70796 etc., pOur caractérisUque 
a — 4 qw’on écrit ainsi 4. 

D’ailleurs sur l’usage des tables , on peut consulter le 
discours qui est en tête de celles dont on fait usage. 

Il est possible que n’ayant que des tables calculées pour 
l’ancienne division, ou pour la division sexagésimale 


« 


« 
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(V. not. ), on ait besoin des lignes trigonométriques 
relatives à la nouvelle , ou réciproquement : qu’il s’agisse 
donc par exemple, d’évaluer un degré de la division 
décimcüe ^n parties de la division sexagésimale ; on aura 
l’égalité 

1^ X »oo = i“ X 90 , d’où ig = o“, 9 = 54'. 

Ainsi le degré décimal , ou le grade , vaut 54' de 
l’ancienne division : pour une minute décimale , on 
aura la centième partie de 54 *= 324 o”, c’est-à-dire, 
3 a", 4 > et par conséquent o", 824 pour une seconde dé- 
cimale. 

Pour rendre plus facile la conversion des sous-divisions 
centésimales en divisions sexagésimales, et réciproque- 
ment, nous placerons ici deux petites tables dont la 
première donne un grade et ses sous-divisions en minutes 
et secondes, et dont la seconde donne un degré, une mi- 
nute et une seconde en grades et fractions décimales du 
grade : * 

Jg = 54' 

of, i . = 5 ' 24" 

og, oi z =3 o’ Sa", 4 

0^,001 = o' 3 ",b 4 

0^,0001 = o' o'', 3 a 4 

0^,00001 = o' o",o 324 


1° = w, 1 1 m , etc. 

1' = of , oi 85 i 85 ,etc. 

1" = off , ooo 3 o 864 3 , etc. 

La fraction décimale qui exprime dans la seconde 
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table , a Tunité pour penoae; celJe qui exprime \ a pour 
période 1 85 , et la dernière a pour période 30864. 

Nous ferons quelques applications des tables à la solu- 
tion de différens problèmes. * 


PItOBLEUE PREMIER. 


Mesurer la hauteur d'un iMilice dont le pied est accessible. 

( Fig. i5i). 

Soit l’édifice AP; on prendra à volonté la distance BP, 
et plaçant en B un instrument propre à mesurer les 
angles , dont nous supposerons que çB soit la hauteur, on 
observera l’angle Ayp; alors dans le triangle rectangle 
Ap5 , on connaîtra l’angle q et le côté pq = BP qu’on a 
mesuré ; on pourra donc calculer Ap par la formule 

Ap=:qp X tang. Aqp = BP X tang. 

(XI. pag. 117, tabl. 4“. cas). Soient B P = 1 3a'", angle 
Aqp=5/^s 33' 33" on aura 

Ap = 1 32"‘ X tang. ( 33' 33") 

d’où ( Alg. prem. sect. ) 

log. Aj^=log. i3a -j- log. tang ( 54^ 33' 33"), 
or 

« 

log. tang ( 54^ 33' 33") = o,o5g3o59 
log. i32 = 2,1205739 

log. Ap = 2,1798798 

et on trouve Ap z=z iSi”, 3i4 : pour avoir la hauteur 
cherchée AP, il ne reste plus qu’à ajouter Ja hauteur 
P P = 5T B de l’instrument 
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PROBLÈME II. 

Mesurer la hauteur d’uu e'diGce dont le pied est inaccessible. 

(Fig., 53). 

Soit l’édifice A P : on prendra à volonté les points B et 
B' dont on mesurera la distance BB'^ du point B on 
observera l’angle A y y'; du point B' on observera 
l’angle ^q'q) mais Bÿ = B’ç’*=P^ est la hauteur du 
pied de l’instrument, ainsi dans le triangle q' ^q on 
connaîtra un côté qq = B'B et les deux angles adjacens^ 
on pourra par conséquent calculer le côté Ayj on me- 
sui'era ensuite l’angle \qp, et comme dans le triangle 
Aqp rectangle en^ , on connaîtra l’angle q et l’hypoté- 
nuse A y, on pourra calculer Kp. 

Supposons qu’on ait pris BB'= 25 ", et que l’angle ^q' 
soit de 68? 38 ^ 89', l’angle Ayy de 44 *^ 94^ 44”®*^ l’angle 
A ÿp de 63 ? 1^0 : l’angle q^q' étant le supplément de 

la somme des angles ^q'qt ^qq, sera de 86? 66" 67". Or 
dans le triangle ÿAÿ', les sinus des angles étant comme les 
côtés opposés (XI. théor. I }, on a 


. sin. kqq 


log. Aÿ = log. sin. Ai^'ÿ — log. sin. q\q' qq ) 

mais 

log. sin. hqq = 8120999 

log. qq — 1,3979400 


som. = 1,2100399 
log. sin. qS.q — 7,9904044 

' diff. = log. Kq = 1,2196355 
et partant, Ay = i 6 "‘, 58195. 
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Le triangle rectangle P^pq donne 


Kp = Kq X sin. kqp 

donc 

log. Kp = log. Aq log. sin. Aqp 
et comme 

log. A y r= i, 2 ig 6355 
log. sin. Aqp = T, 9239191 

on a 

log. Ap =1,1435546; d’où Ap = iS'", 91729. 

S’il s’agissait en même temps de déterminer la posi- 
tion du pied de rédifice, par rapport à la ligne B B', 
dans le triangle rectangle Aqp, on calculerait qp , et on 
connaîtrait les trois cotés du triangle qpq', ou les côtés 
parallèles du triangle B P B'; ainsi la position du point P 
serait déterminée. 

PROBLÈME III. 

TrpnTcr la distance de deux point» inaccessibles. {Fig- i54)i 


Soient les ]x>ints P et Q situés au-delà d’une rivière 
par rapport au spectateur : après avoir mesuré une 
base AB, on observera du point A les angles PAQ, 
QAB, PAB. Si les droites PQ, AB sont dans un même 
plan, le dernier de ces trois angles, sera égal à la 
somme des deux autres , sinon , ils formeront un angle 
trièdre. Dans tous les cas , après avoir obsers’é du point 
B, les angles ABP, ABQ, on connaîtra dans le triangle 
APB, le côté AB, et les deux angles adjacens PAB, 
PB A; on pourra par conséquent déterminer le côté AP: 
on connaîtra de même, dans le triangle AQB, le côté 
AB, et les angles adjacens; on pourra par conséquent 
déterminer le côté AQ. Ainsi, dans le triangle PAQ, 
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on connaîtra l’angle PA Q et les deux côtes qui le com- 
prennent ; on pourra donc ( XI. théor. II et probl. III. ) 
déterminer le côté PQ qui est la distance cherchée. 

rious allons exposer deux procédés propres à évaluer 
l’inconnue de oette question. 

Désignons par A. et B les côtés opposés aux angles n et 
b nous avons démontré ( XI. théor. II , et probl. III ) 
cette propriété 

, /a — ô\ A — B . ^ * /a b\ 

tang X '“S 

mais à cause àe a ^ b c ^ 2.00°, oa a = 

a 

O /a b\ I , 

loos — — , et tang f — ! — j = cot. -c j donc / 

tang. i (a — ô) = X cot. i c, 

d’où l’on tirera la valeur « de 5 frf — ô); et | c est le 
complément de ^ (a -f- ô) = n? j en sorte que 
a = m -+-n, b = m — nj 

il ne restera plus qu’à trouver le côté G = PQ opposé 
à l’angle c = PAQ, ce qu’on fera d’après la proportion 
sin. a : sin. c = A ; C. 

s 

On peut au reste déterminer directement ce côté C : 
à cet effet, reprenons la formule (i) ( XI. théor. III ). 

' C“ = A* -f- B* — 2B X A cos. c; 

A, B, C étant les trois côtés du triangle, et c l’angle 
opposé au côté C3 ajoutant et .soustrayant aBxA, puis 
remplaçant 1 — cos. c par sa valeur 2 sin.* 5 c [ XII. 
il \ient 

C* = (A — B)* 4- 2B X A (i — cos. c) 
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cela posé, on cherchera l’angle ç qui a ^ 

pour le carré de sa tangente, hypothèse permise, puis- 
que les tangentes des arcs de o° à i oo° ont leurs valeurs 
entre zéro et l’infini ( pag. a 3 ) , et on aura 

C=(A— B) I + tang.o p=(A— B>ec. ^ , 

en observant que l’angle ç est donné par 

tang.,p = £^|_VÂ 7 B. 

Soient AQ = A = 87"*,8i2, AP = B = 71", 577, 
c = 4®° 55 ' 55 *, 4 ( ancienne division). 

Premiar procédé. ‘ Deuxième procédé. 

log. (A — B)= 1,2104523 log. A = 1,9435539 

log. cot. 5 c s= 0,4280435 log. B = 1,8547735 

som.= i, 6385 oo 8 log. (A.B) = 3,7983274 


log ( A B ) = 2,2024584 

log. tang. n = '1,4360424 
d’oii 

n=i 5 “ i 5 ' 56 ", 2 
m=:69® 32' 2", 4 

puis «=84° 47 * 58 ", 6 
b= 5 /t° 16' 6", 2 
log. A = 1 ,9435539 
log. sin. c =7,8163493 

som. = 1,7599082 
log. sin. a = 7,9982084 


log.^A.B= 1,8991687 

log. 2 = o, 3 oio 3 oo 
log. sin. I c = 7,5436354 

som.= 1,7438291 
log. (A — B)= 1,2104523 

log. tang. If = 0,5333768 
d’où i»=73'‘ 4®^ 4 *”*>2 
log. (A — B) = 1 ,2 1 0452S 
log. cos. <f = 7,4487572 

log. C = 1,7616951 


log. C = 1,7616948. 
ces deux résultats donnent C = 57’", 76g. 


1 


Digitized by Google 


DE GÉOMÉTRIE. 
PROBLÈME IT. 


>49 




Ti'Ois pcûats ^tant doDaéa sur une carte, on demande d’en ddtenni> 
Dcr un qiiairicme par la connaissance des trois angles formes par 
les droites qui joignent le point cherché et les points donnes. 
(Fig-. 1 55). 

Soient A, B, C les trois points .donnés , et M le point 
cherché; nommons aeib les distances AB, BC, et « et ? 
les angles connus AMB, BMC, x et les angles inconnus 
BAM , BCftl. On aura dans le triangle AMB 


MB; 

et dans le triangle BMC 



MB at 

d’où 

a sin. X 

. 

sivu et 

et partant 

sin. X 

on tire de là 

»u.jr~ 


a sin. X 
sin. » ’ 


b sin.j^ 
sin. Z ’ 


*in.Z 

b sin. » 
a sin. Z ' 


sin. X -f- sin.^ b sîn. » a sin. Z 

sin. X — sin.j^ b sin. tt a sin. Z' 

c’est-à-dire ( XI. théor. II , et probl. III ) , 




sin. Z 

U "f" O. — . — 

fim. et 


or Tangle AMC et l’angle ABC étant connus et notés 
par M et B, le quadrilatère AB CM donne x -f- j" 
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= 2»r — (B -f- M); ainsi tang est connue; 

ou tirera donc de l’équation précédente la valeur de 
tang , savoir ; 


b— a 


sin. i 




, sin , 

b-\-a 

sm. « 


connaissant la demi-somme et la demi'-diflférence des 
angles x et^, on aura aisément chacun d’eux. 

Soient a = îoo"*, b = 1 70*", « = 5 43 ', f = 33 ^ 5 o', 

B= i27^4i';onaura--f ff = M = 84f93', ^ ^ 

= I o6<- 1 7'; donc = X — = 93 ? 83 '. Cela 

posé , on a 


log. 


a sin. Z 


; log. a -f- log. sin. Ç — log. sin. «; 


or 


d’où 


log. 200 
log. sin. 33 ^ 5 o' 

som. 

log. sin 5 i^ 43 ' 

, a sin. Z 
° sm. » 

a sin. Z 


sin. « 


Ainsi 


tang 


2,3 oio 3 oo 
7, 7009334 

2,0019634 

7,8590244 

2, 1429390, 
138,9757. 
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log. 31", 0243 = 1,4917020 
log. tang. 93^83’ — 1,0122322 

• som. = 2,5039342 
log. 308,9757 — 2,4899244 * 

log. tang = 0,0140098, 

donc ^ = 5o<f 6i' 40", 2, d’où x— 144'^ 44" 4^®""» 2, 

jr =z 43“ 2l' 59", 8. 

PROBLÈME IV. 

Étant donnes les trois côtes , trouver les trois anfjles. ( Fig. i56). 
On a trouvé ( XI. théor. III ) la formule 
cos. a = R X 
mais ( XII. ( 16 ) ) 


, AC* + AB* — BC* 
aAC X AB 


cos. a 


R* — 2 sîn. * ^ a 

R 


égalant ces deux valeurs de cos. a , on obtient 


2sin.* I a, 


AC* + AB* — BC* _ R, 

^ aAC X AB 

d’où l’on tire 

, r _ ns w CB* — (AC — AB)* 
sin. 5 a _ R X 4 AC x AB ' 

(CB + AC — AB) (CB + AB — AC) _ 

4 AC X AB 

or , en posant CB AC + AB = 2/1, on a 
CB +AC— AB= 2D— 2AB , CB + AB— AG= ip— 2 AC , 
.,.c • 


:R* X 
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_ n» (;j — ab) (/> — AC) 

■“ ^ AC X AB ’ 

et enfin 

sin. I a = R 

Soient AB = io 6 "*, 836 , AC r= io3"',357, CB = 
142”', gBS; d’où 2/>=353'", 178, p — AB=G9'", 763, 
P — ACr= 73 '", 232 ,/J — BC = 33 '", 6 o 4 jdoqc 


y/' 


(p — AB) (p — AC) 
AC X AB 


log {p — AB) = 1,8435629,10g. AB = 2,0287176 
log {p — AC) = 1,8647009, log. AC == 2,0143399 

■ som. := 3,7082638 som.= 4,0430675 

4,0430675 

difï. =; T, 6652063 ' • 

i diff. = T, 8326082 = log. sin. i a. 


d’où l’on conclut « = 85 * 42’ 37’', 2 ( ancienne division). 
£n calculant les angles 4 et c d'apres ces deux formules 
analogues à la precedente : , 


sin. i c 
sin. I b 



— CA)(^-r^B~) 
CA X CB 

— BA) (p — BC) 
BA X BC 


i 


> 


et on trouverait 0 = 48“ 10^0" 6, b=z/fi° 7' 22"^ et 
a -f- b -\r- c = ï 79® 5 cf 69", 8 re’sultat qui ne diffère de 
180° que o", 2. 
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CHAPITRE XIV. 

Des pians. 

DÉFINITIONS. 

I. U N plan est une surface indéfinie sur laquelle une 
ligne droite peut s’appliquer exactement dans tous les 
sens : d’où il résulte qu’une droite qui a deux points dans 
un plan , est toute entière dans ce plan. 

H. Une droite est perpendiculaire à un plan , lorsqu’elle 
c.st perpendiculaire à toutes les droites qui passent par son 
pied dans son plan. Rédptoquement , le plan est perpen- 
diculaire à la droite. 

III. Une droite est parallèle à un plan , lorsqu’elle ne 
peut le rencontrer , à quelque distance qu’on prolonge 
la droite et le plan. Réciproquement , le plan est parallèle 
à la droite. 

rV. Deux plans sont parallèles entre eux , lorsqu’étant 
prolongés l’un et l’autre dans tous les sens , ils ne se ren- 
contrent pas. 

V. On pourrait appeler angle linéaire celui que nous 
avons considéré jusqu’ici , et qui exprime l’inclinaison 
mutuelle de deux lignes droites ; et angle plano^Unéaire , 
l’inclinaison d’une droite sur une surface plane : si d’un 
point quelconque de cette droite on abaisse une perpen- 
diculaire sur le plan , et qn’on joigne les points de ren- 
contre de la perpendiculaire et de la droite avec le plan , 
l’angle entre cette dernière ligne et la droite de l’espace , 
sera l’angle piano-linéaire. 

Remarque. Par un point, on peut mener des plansdans 


Digilized by Google 


,S4 ÉLÉME^S " 

I tous les sens possibles.Par deux points ou par une droite, on 
peut mener des plans en nombre^uclconque , mais dans un 
sens seulement ; en sorte que ces plans sont eu moindre 
nombre que les premiers. 

THÉORÈME PREMIER. 

•J' L’intersection d’nne droite arec an plan, est nn point. 

Si la droite avait deux points communs avec le plan , 
elle serait toute entière dans le plan ( déf. ) j ce qui est 
contre l’énoncé qui suppose la droite hors du plan. 

THÉORÈME II. 

Une ligne droite ne pent être en partie dans nn<plan, en partie en 
dehors. 

Car , suivant la définition du plan, dès qu’une droite a 
deux points communs avec un plan , elle est toute entière 
dans un plan. 

THÉORÈME III. 

Denx lignes droites qot se coupent , sont dans nn même plan et en 
définissent la position. (/Vg'. >57). 

Soient deux droites BG el,BD qui se coupent en B‘: on 
peut concevoir un plan qui tourne autour de BC, plan 
qui , dans toutes ses positions , contiendra le point B de la 
droite BD j lorsque ce plan rencontrera un autre point D 
de la droite BD , cette seconde droite sera toute entière 
dans le plan : si le plan continuait à tourner , la droite 
BD n’y serait plus comprise : il n’existe donc qu’une seule 
position du plan dans laquelle il contienne en même 
temps les droites BC et BD. 

Corollaire I. Trois points non en ligne droite , tels que 
les trois sommets d’un triangle , définissent la position 
d’un plan. 
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Corollaire II. Deux parallèles déterminent la position 
d’un plan ; car , suivant la définition , deux parallèles sont 
ideux droites qui , situées dans un même plan , ne se ren- 
contrent pas. D’ailleurs , si l’on pouvait mener deux plans 
différens contenant les parallèles AB et CD (Fig. i58), 
ces plans ayant au moins trois points communs, n’en 
feraient qu’un. 

Corollaire. III. Si, par une droite et par un point d’une 
parallèle à cette droite , on mène un plan , la parallèle 
fiera toute entière dans le plan. 

Corollaire lY. Si , par un point pris sur un plan , on 
mène une parallèle à une droite située dans le plan, cette 
parallèle est toute entière dans le plan. 

Corollaire V. Toutes les parallèles menées par difié- 
rens points à une droite , sont dans un naéme plan. 

TBéonÈME IV. 

Si deux plant te coupent, leur intcrtcction ett une ligne droite. 

Si , dans les points communs aux deux plans , on en 
trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite , les deux 
plans passant chacun par ses trois points , ne feraient qu’un 
seul et même plan ( théor.*III , coroll. I ) ^ ce qui serait 
contre la supposition. 

Corollaire I. Une droite est déterminée de position , 
lorsqu’elle se trouve en même temps dans deux plans qui- 
se coupent. 

Corollaire II. L’intersection de trois plans qui ne pas- 
sent pas par la même ligne droite , est un point j car l’in- 
tersection de deux plans , est une droite j et l’intersection 
d’une droite et d’un plan , est un point 
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THÉORÈME T. 

Une droite perpendicaUire i deux antres qui passent par son pied 
dans un plan, est perpendicnlaire & ce plan. ( Fig. i5g). 

Il s’agit donc de prouver que , si la droite AP est per- 
pendiculaire au* droites PC, PD, menées par son pied 
^ dans le plan MN , elle sera perpendiculaire à une droite 
quelconque PI , mene'e aussi par son pied dans le même 
plan. 

De part et d’autre , du point P, faites PE = PD , PF 
= PC; tire* les lignes EF , CD ; joignez le point A situé 
hors du plan M N , auxpoints C, I, D, F, E , et prolongez IP jus- 
qu’à la rencontre de EF, en R; de l’égalité des triangles CPD, 
EPF, on conclut CD = EF , d’oit l’angle PDI = PER; 
d’ailleurs l’angle IPD = RPEet PD = PE; donc les 
triangles PID, PRE sont égaux, et on a PI = PR , 
DI = ER. Les triangles APD , APE , rectangles en P 
et éganx, donnent AD = A£ , et de même des triangles 
APC , AP F , on conclut AC = AF ; donc les triangles 
ACD, AEF ont CD = EF, AD = AE, AC = AF , 
et de plus ER = DI , FR = I C ; donc AR = AI. La 
ligne AP ayant ainsi deux de §es points A et P également 
distans des points I et R, est perpendiculaire sur RI. 

Corollaire. Si l’angle droit APD tourne autour de 
AP, le côté PD, dans ce mouvement, engendrera le plan 
MN perpendiculaire à PA; car si le plan APD étant 
arrivé dans la position API , la droite PD ne coïncidait 
pas avec PI , il y aurait (Lins le plan API deux perpendi- 
culaires au même point P de la droite PA, ce qui est im- 
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• 5 ? 


Si du pied P de la perpendiculaire AP au plan MN, on mène une per- 
pendiculaire P I il la droite C D (ilue'e dans le plan MÎM ; et qu’on 
joigne A et I, cette droite Al sera perpendiculaire sur CD. 
{Fig. iSg). 

En effet, prenez IC= ID,et tirez PC, PD, AC 
et AD : les obliques PC et PD étant ^ales , les triangles 
APC , APD rectangles en P sont égaux; conséquemment 
AC = AD , et comme , par construction , I C = I D , on 
conclut que AI est perpendiculaire à C D. 

Corollaire. La adroite CD perpendiculaire aux droites 
IP, IA, est perpendiculaire au pian Al P de ces deux 
droites ( théor. V ). 

Remarque. Les droites PI et AI sont en même temps 
perpendiculaires au même point I de la droite D C ; mats 
elles sont dans des plans différens DPC, DAC ; pour d’au- 
tres points A', etc. pris sur AP, on aui%it d’aup-es per- 
pendiculaires A'I, A"I, dans des pians différens DA'I, 
DA"I , etc. Pour mieux concevoir la possibilité de mener ets 
un même point d’une droite, une inbnité de perpendicu- 
laires à cette droite , qu’on suppose AP perpendiculaire au 
plan du cercle MNQ et passant par le centre ( Fig. iCô), 
tous les rayons PM , PN , PQ, etc. seront autant de per- 
pendiculaires à AP,” etc. autour de P, et dans des pians 
différens APM, APN, APQ, etc. 

THÉORÈME VII. 

1°. Par un point donné hors d’un plan , on ne peut abaùscr qu'ene 
«eule perpendiculaire sort» pian; a“. par un point pris dans un 
plan , on ne peut élever qu’ane seule perpendiculaire ii ce plan. 
{Fig. tSg). 

1*. Soit la perj>endicalaire AP au plan MN : si par le 
point »A , «n pouvait abaisser une seconde pei'pendku- 
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laire AI sur le plan MN, les angles API , AIP seraient 

droits ; ce qui ne peut arriver dans un triangle* API. 

2”. Si, par. le point P, on pouvait elever au plan MN , 
une perpendiculaire PB différente de PA, le plan APB 
coupant le plan MN suivant^ une droite PI, les angles 
API, BPI situés dans un même plan., seraient droits j en 
sorte que la partie BPI serait égale au tout API. 

THÉORÈME VIII. 

t*. Les obliques qui s’écartent egalement du pied de la perpendicn- 
laire, sont égalés et réciproquement j la pcrpcndiculuire est plus 
courte qu’une oblique quelconque; 3°. dé deux obliques qui 
parteut d'un même point de la perpendiculaire, celle qui s’ap- 
proclie le plus delà perpendiculaire, est la pies courte, et réci- 
proquement. (Fig- i5gb 

1®. AP étant perpendiculaire au plan MN, tirer les 
obliques quelconques AC , AD , et joignez les points P, 

C et D : les triat^les APC , APD rectangles en P , donnent 
ÂP* =10® --•PD* = ÂC* — PC*.... (i), 
d’où l’on tire 

ÀD* — ÂC* = PD* — PC‘ (a). 

Maintenant soit PD = PC, l’égalité (?.) donne AD = 
AC, et réciproquement de AD = AC, on conclut PD = PC. 

Remarque. L’angle ACP est ce qu’on nomme l’incli- 
naison de l’oblique AC sur le plan MN : cette inclinaison , 
que nous avons nommée angUf piano -linéaire ( déf ) , est 
le même pour toutes les obliques AC, AD, etc. qui 
s’écartent également de la perpendiculaire ; car les trian-- 
glesACP, AD P etc., sont égaux. 

Corollaire. I. Lorsque des droites A C , A D , A E , 
AF , menées par un point A pris hors d’un plan , font des 
angles égaux avec ce plan, elle» rencontrent ce plan en 
des points C , D , E , F , etc. situés sur la cicconfé- 
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rence qui a pour centre le pied P de la perpendiculaire 
AP au plan MN. 

Corollaire U. La droite AP est perpendiculaire au plan 
MN, lorsqu’elle forme des angles égaux avec les trois ligne» 
PD, PC, PE menées par son pied dans le plan MN : 
c’est ce qu’on prouve aisément en prenantPC = PD=irPE. 

2®. Si PC<;[PD, l’égalité (2) montre que AC est <[ 
AD , et réciproquement AC AD donne PC PD. 

Remarque. Par distance d’un point à un plan , on en- 
tend la plus courte distance de ce point au plan , et consé- 
quemment la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan. 

PROBLÈME PREMIER. 

Par un point P pris sur une droite P A , mener un plan perpendicn* 
culaire à cette droite. ( Fig. tSg). 

Suivant AP conduisez deux plans quelconques A PD, 
APC J dans ces plans menez les perpendiculaires P D, PC 
à P A ; le plan M N déterminé par les droites P D, P C qui 
se coupent , est perpendiculaire à P A ( théor. V. ) 

PROBLEME II. 

Par un point C pris hors d'nne droite P A , mener nn plan perpendi- 
culaire ^ celte droite. (Fig. i 5 gf^. 

Du point C menez une perpendiculaire CP à CA , la- 
quelle sera dans le plan mené par C et PA; au point P 
élevez la perpendiculaire PD sur PA , qui sera dans un 
plan diÉFérent de CPA (théor. VI, rem. ); le plan M N 
conduit suivant PD et PC, sera celui qu’on cherche. 

THÉORÈME IX. 

Lorsqu’une droite est perpendicnlairc & on plan, toutes les parallèles^ 
cette droite sont perjtendiculaires au plan. ( Fig. 161 ). 
Suivant la perpendiculaire AP au plan MN et sa paral- 
lèle £D, conduisez un plan dont l’intersection avec le 
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plan MN sera PD : dans le plan MN et par D menez BC per- 
pendiculaire à PD, et joignez AD j d'après la construction 
et le théorème \’I , AD étant perpendiculaire à BC , réci- 
proquement la droite BC est perpendiculaire à AD 5 mais 
comme BC est aussi perpendiculaire à DP , elle l’est donc 
au plan A PD E, et conséquemment à DE qui réciproque- 
ment est perpendiculaire à BC ; mais DE étant parallèle à 
AP, est perpendiculaire à PD ^ donc DE est en même temps 
perpendiculaire aux deux droites BC , DP, et consé- 
quemment au plan MN. 

Corollaire I. Un plan perpendiculaire à une droite , 
est perpendiculaire aux parallèles à cette droite. Car le 
plan étant perpendiculaire à la droite , la droite est aussi 
perpendiculaire au plan; toutes les parallèles à cette 
droite, sont donc perpendiculaires au plan; le plan est 
donc perpendiculaire à toutes ces parallèles. 

Corollaire II. Deux perpendiculaires AP, ED à un 
même plan ^ , sont parallèles. (Fig. 161). 

Si les droites AP , ED perpendiculaires au même plan 
MN , n’étaient pas parallèles , par le point D , on pourrait 
mener une parallèle à PA, laquelle serait perpendiculaire 
au plan M N : âinsi , il y aurait lieu à deux perpendicu- 
laire en un même point D du plan MN , ce qui est impos» 
sible ( ihéor. \'II , 2“. ) 

Corollaire III. Deux droites A et B parallèles à xme 
troisième C , sont parallèles entre elles. Car imaginez uu 
plan i>erperKlicii!aire à la ligne C , les lignes A et B , pa- 
rallèles à celle perpendiculaire , seront perpendiculaires 
au même plan ( tliéor. IX ) ; donc , par le corollaire pré- 
cédent , elles seront parallèles entre elles : il est lûen en- 
tendu que les trois droites ne sont pas dans un même 
plan. 
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Corollaire IV. Deux droites égales , parallèle à une 
troisième , et non situées dans le même plan , sont donc 
égales et parallèles entre elles. 

Corollaire^ . Lorsqu’un plan est perpendiculaire à plu- 
sieurs droites , on peut en conclure que ces droites sont 
parallèles. 

PROBLÈME III. 

D'an point A pris hors d’un plan , abaisser nnc perpendiculaire sur 
ce plan. {dg. iGi). ~ 

Je mène dans le plan MN une droite quelconque DC , 
sur laquelle j’abaisse la* perpendicul.n ire Aljje mène IP 
perpendiculaire sur DC , puis du point A la perpendicu- 
laire AP sur IP, laquelle sera la perpendiculaire cher- 
chée au plan MN. En effet , la droite DC est perpendicu- 
laire au plan AlP, comme perpendiculaire aux droites lA 
et IP (théor. V)j donc (tliéor. IX) la parallèle GP F à 
DC , sera perpendiculaire au même plan AlP , ainsi GP 
étant perpendiculaire à AP, AP le sera réciproquement 
à GPj mais elle l’est par construction à PI^ donc AP 
est perpendiculaire au plan M N. 

THÉORÈSIE X. 

Si la droite AB est parallèle li une droite CD menée dans le plan 
M N , elle sera parallèle i ce plan. ( dg. i63 ). 

Car sila ligne AB qui est dans le plan ABCD, (théor. III, 
coroll. II) rencontrait le plan MN,ce ne pourrait être 
qu’eu quelque point de la droite CD , intersection com- 
mune des deux plans. Or, AB ne peut rencontrer CD, 
puisqu’elle lui est parallèle j donc elle ne rencontrera 
pas non plus le plan MN, et conséquemment elle lui sera 
parallèle- 
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THEOREME XI. 

Deux plans M N , P Q , pcrpenflicnlalres à une meme droite AB, 
sont parallèles entre eux. ( Fig. 1 C 4 }. 

Car supposons que ces deux plans se rencontrent , et 
soit O l’un des points de leur intersection : joignant OA 
et O B, la ligne AB perpendiculaire au plan MN, est 
perpendiculaire à la droite B O menée par son pied dans 
le plan j par la même raison, AB est perpendiculaire à 
AO; donc OA , OB seraient deux perpendiculaires abais- 
sées d’un même point O sur la même droite , ce qui est 
impossible : donc il l’est aussi que les deux plans MN et 
PQ ne soient pas parallèles. 

Corollaire. Deux plans sont parallèles entre eux , 
lorsqu’élant perpendiculaires chacun à une droite , ces 
droites sont parallèles ; car le plan perpendiculaire à l’une 
des droites , étant prolongé, sera perpendiculaire à l’autre 
droite , et-conséquemment parallèle au premier plan. 


THSORÉME XII. 


Les iotcrsections EF, GH de deux plans parallèles MN , P Q par 
un troisième plan FG, sont parallèles. ( Fig. i65 ). 

Si les lignes EF , G II situées dans le plan G F , n’étaient 
pas parallèles , ces intersections prolongées se rencon- 
treraient ; donc les plans M N , P Q dans lesquelles elles se 
trouvent , se rencontreraient aussi ; donc ils ne seraient 
pas parallèles. 

Coiollaire. Les intersections de plusieurs plans paral- 
lèles par un même plan , sont parallèles. 
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THEORÈUE xill; 

La droite AB perpendiculaire an plan PQ , est perpendicniaire au 
plan MN parallèle è PQ [fig- i66). 

Ayant tiré à volonté la ligne B D dans le plan PQ , con- 
duisez un plan ABD dont Tintersectioin avec le plan MN, 
sera AC parallèle à BD ( tliéor. XII )j mais la ligne AU 
perpendiculaire du plan PQ , est perpendiculaire à BD , 
et conséquemment à sa parallèle A C : en menant par 
AB un autre plan ABF qui rencontrera M N suivant 
AE, la droite AB sera encore perpendiculaire à AEj 
donc BA en même temps perpendiculaire aux deux 
droites AC , AE qui passent par son pied dans le plan MN , 
sera perpendiculaire à ce plan. 

Corollaire. I. La perpendiculaire à un plan , l’est à 
tous les plans parallèles. 

Corollaire II. Si l’angle ABD étant droit, l’angle BAC 
contenu dans le plan DBAC n’est pas droit, les deux 
lignes BD , AC se rencontreront, ainsi que les plans PQ 
et MN. 

PROBLÈME IV. 

Pat an point pris sur un plan M N , clever une perpendiculaire à ce 
plan. 

On fera rentrer ce problème dans le problème III , en 
tnenant un plan M'N' parallèle et inférieur au plan MN 
( probl. V ) , auquel on abaisser* une perpendiculaire du 
point donné dans le plan MN (probl. III ), laquelle sera 
(ihéor. XIII) perpendiculaire au plan MN. Nous donne- 
rons bientôt une autre solution de cette question. 
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THÉORÈME XIV. 

Deux plans parallèles à un troisième, sont parallèles entre eux. 

Concevez deux plans L et 1\I parallèles au plan N , et 
menez une droite P perpendiculaire à N , la droite P pro- 
longée sera ( théor XIII ) perpendiculaire au plan L et M 
qui , réciproquement , seront perpendiculaires à P, et con- 
séquemment parallèles entre eux ( théor. XI ). 

THÉORÈME XV. 

Si deux plans V et Z sont respectivement parallèles aux deux plans 
X et X, l’intersection G H des deux premiers , sera parallèle à l’in- 
tersection AB des deux seconds. {Fig. i6^). 

Si l’on prolonge le plan X jusqu’à la rencontre du plan 
Z en NP, l’intersection BA sera parallèle à NP(théor. XII); 
par le même théorème , NP est parallèle à GH; donc les 
droites AB, GH sont parallèles. 

. THÉORÈlrfE XVI. 

Si nne droite AB est parallèle è un plan MN, ctqnepar AB on 
conduise un plan qui rencontre le plan MN suivant CD, l’inter- 
section C D sera parallèle à AB. ( Fig. i63 ). 

Car si les droites AB et CD situées dans le même plan, 
se rencontraient, la droite AB rencontrerait le plan MN, 
et conséquemment elle ij^ lui serait pas parallèle. 

Corollaire I. L’intersection du plan MN avec tout 
autre plan mené par AB , sera parallèle à CD. 

Corollaire II. ( Fig. i68 ). Si deux plans MD et ND^t/i 
se coupent suivant CD, sont respectivement parallèles à 
une droite AB, V intersection CD sera parallèle à A3. 


J 
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Car le plan conduit pal* AB et par le point C de l’in- 
tersection des deux plans, doit couper chacun de ces plans 
suivant une parallèle à AB; mais par C on ne peut mener 
qu’une seule parallèle à AB, laquelle doit être dans les deux 
plans; donc elle sera leur intersection. 

PROBLÈME Y. 

Par un point A pris hors du plan P Q , mener nn plan M N paral- 
lèle iPQ. {fig- 166). 

Par A on abaissera une perpendiculaire AB sur le plar* 
PQ (probl III) , et par Bon mènera dans le planPQ deux 
droites quelconques BF , BD , puis par A la parallèle AE 
à BF et la parallèle AC à BD : le plan CAE ou MN sera 
parallèle au plan DAF. (the'or. XI). 

THÉOR'ÈME .XVII. 

Les parallèles EG, FH comprises entre deux plans parallèles, sont 
égalés. ( fig. i 65 ). 

Par les parallèles EG, FII faites passer le plan EGHF 
qui rencontrera les plans parallèles .\I N, PQ suivant EF , 
G H ; ces intersections étant parallèles entre elles 
.(théor. XII ) , ainsi que EG , FH , la figure EGHF est un 
parallélogramme , et conséquemment EG== FII. 

Corollaire. Deux plans parallèles sont partout égale- 
üient distans : car si EG et FH sont -perpendiculaires aux 
deux plans , et conséquemment parallèles entre elles, elles 
seront égales-,' d’après le théorème. 

A. 
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THKORÈME XVm. 

Si (leux angles C A E , DBF non situas dans le m^tne plan, oni lenrs 
c(^tc.s parallèles et diriges dans le même sens , i°. ces angles seront 
égaux j 3 ®. leurs plans seront parallèles. 169). 

1°. Prenez AC = BD, AE = BF et joignez CE, 
DF, AB , CD, EF ; pnisfjue la droite AC est égale et 
parallèle à BD, la figure ABDC est un parallélogramme j 
donc CD est égale et jrarallèle à AB : par la même raison , 
EF est égale et parallèle à ABj donc aussi CD est égale 
et parallèle à EF : la figure CEFD est donc un parallélo- 
gramme J ainsi le côté CE est égal et parallèle à DF j donc 
les triangles CAE, DBF sont équilatéraux entre eux j 
•conséquemment l’angle CAE = V)BF. 

2". Supposons qtie le plan parallèle a B DF, mene 
par le point A, rencontre les* lignes CD et EF en des 
points G et H djfiférens-de C et E; alors, suivant le théo- 
rème XVII, les trois droites AB, GD, IIF seront égales j 
mais les trois droites AB, CD, EF le sont déjà : donc on 
aurait CD = GD , H F = EF , ce qui est absurde : donc 
le plan A C E est parallèle à B D F. • 

' Corollaire I. Si deux plans parallèles MN,PQsont 
rencontrés par deux autres plans CABD, EABF qui se 
coupent suivant AB, les angles CAE, DBF formés par 
les intersections des plans parallèles par ces deux plans , 
.seront égaux; car l’intersection AC est parallèle à BD, 
et AE l’est à B F. 

Corollaire. II. Si de trois points A, C, E non en ligne 
droite sur le plan MN, on abaisse des perpendiculaires 
AB, CD , EF sur le plan PQ , et si ces perpendiculaires 
sont égales, les plans MN et PQ seront parallèles. 
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THÉORÈUE XIX. 

Si trois droites non situées dans le même plan , sont égales et paral- 
lèles, les triangles ACE, B DF formés de part et d'autre par les 
extrémités de ces droites, seront égaux et leurs plans parallèles. 

(Fig. 169). 

Car , puisque AB est égale et parallèle s CD, la figiire 
ABDC est uti parallélogramiue ; donc le côté AC est égal 
et parallèle à BD j par la uiêixie raison , les côtés AE et 
B F», CE et DF sont égaux et parallèles; donc les deux 
triangles CAE , BDF sont égaux. On prouvera d’ailleurs, 
comme dans la proposition précédente , que leurs plans 
sont parallèles. 

Corollaire. Lorsqne’par plusieurs points B, D, F, H, K 
d’un plan MN, (Fig-. 170J on mène des droites BA,DC, FE, 
HG , Kl , égales et parallèles , les extrémités A , C , E , 
G , I de ces droites , forment un polygone, égal au poly- 
gone B DF 11 K, et dont le plan est parallèle au plan de 
celui-ci. 

THÉORÈME XX. 

Deux droites comprises entre deux plans parallèles , sont coupées en 
parties proportionnelles. {Fig. 171}. 

I 

Supposons que la ligne AB rencontre les plans paral- 
lèlesMNjPQjRSen A,Eet B, et que la ligne CD rencontre 
les mêmes plans en C , F^et D. Tirez AD qui rencontre 
le pian PQ en G, et joignez AC , EG , GF, BD ; les inter- 
sections EG, BD des plans parallèles PQ , par le 
plan AjBD étant parallèles , on a ( \ü. théor. II ) 



i6S ÉLÉMËNS 

pareillement les intersections AC, G F étant parallèles, 
on a 

AG : GD= CF : FD; 

clone , à cause du rapport commun , on aura 
, AE:EB = GF:FD. 

THÉORÈME XXI. 

Si «l'un point A d’une oblique AB an plan MN, on abaisse une 
perpendiculaire AP sur ce plan , cl qu'on tire la droite AB, 
l 'angle p/uno-^me'nire A B P sera le pins petit des angles formes 
par A B avec les droites menées par B dans le plan IVIN. 
(Fig. 172). 

Si l’angle ABP n’était pas le minimum des angles formés 
autour de B, ce serait, par exemple, l’angle ABD: prenons 
BD = BP, et menons ADj les deux triangles A B D , 
ABPont le côté A B commun, et BP=BD, par construc- 
tion J mais l’angle ABD étant , par hypothèse , plus petit 
que ABP, le çôté A D serait AP, (I. lliéor. XXI ) ; ce 
qui est faux , puisque AP est une perpendiculaire : donc 
l’angle ABP est plus petit que tout angle ABD. 

Corollaire. L’angle aigu ABP étant un minimum, 
son supplément ABC est un maximum. 

THÉORÈME XXII. 

De tous les angles aigus que fait la droite AI arec les difféicutca lignes 
CD, CDr, etc. menées par I dans le plan MN, le jdns grand est l’angle 
droit AID, la ligne CD étant perpendiculaire anx deux lignes PI et AI; 
et le plus petit est l’angle AIP, apposé à la perpendiculaire AP dans le 
triangle rectangle AlP ( Fig. r 70 ). • 

Si l’on abaisse dn point Pet dans le plan 31 N une perpendiculaire 
PI' sur C' D', la ligne Al' sera pcrpendicnlairc sur C' D' (tlie'or.VI) • 
ainsi le triangle Al'I étant rectangle en I', l’angle AID' sera aigu : 
de plus le point 1' doit se trouver sur une circonférence do'ccrcic, 
■k'erite dans le plan M N et sur I P comme diamètre. 
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Nous allons ilctenn'mcr par nne constmctiou plane les angles 
AID, AID', etc. compris un Ire la ligne AI et les dillërenles lignes 
I D , I D', etc. mentes par I dans le plan M N , aurjuel A 1’ est per- 
pendiculaire. A cet effet , on transportera le triangle A 1 P sur le plan 
du papier en A IP, ce qu’on fera en prenant les lignes AP, PI de la 
figure plane (i), égales à AP, PI delà figure (a) dansl’espace, cl joi- 
gnant AI : après avoir décrit snrlPcomme diamètre, une circonférence, 
et du centre I avec IA comme rayon une autre cireonft’rencc qui 
rencontrera en O la droite IP prolongt'e, et le prolongement de TP 
en O', on mènera O'I'; l’angle AU' de l’espace, sera identiquement 
le même que l’angle O'I J' de la figure plane; car les triangles 
Ali', O'il' sont eganx comme rectangles en 1', et ayant par construc- 
tion , AI = O'I , et II' — II'. Maintenant si l’on compare les difftl- 
rens triangles O'I l'i 0"II", etc. on trouvera que les angles l'O'I, 
I"0'1, etc. ; vont en croissant; ctqn'ainsi lesangles O'Il', 0"II", etc. 
vont en décroissant depuis l'angle OID qui est droit, et pour 
lequel ID est une tangente au cercle II'P, jusqu’à l'angle AIP 
identique avec l’angle AIP de l'espace. Ainsi [ Fig. (a) ] , de tous 
les angles que fait la droite AI avec les lignealD et ID’, etc. menées 
par I dans le plan MN, le pins grand est l’angle droit AID , et le 
plus petit est l’angle AIP qui est l'angle piano-linéaire (not. V) 
entre un plan et une droite qui le rencontre. 

. Remarque. Des angjes O'JI', 0"Il"out la partie commune O'il"; 
or l'angle T'il' est égal à l’angle 1"P1', lequel est égal à l’angle Ü'PÜ"; 
mais la mesure de ce dernier angle qui a son sommet sur l'un des 
points du cercle de'crit de I , comme centre , avec IA comme rayon , 

est plus grand que ^ ^ ( V. théor. III) , parce que fc point P ne 

peut être sur une circonférence passant par les trois points I, O', O" 
( Voyez les reetp roques , pag. I a ) ; donc l’angle O'I O" qui a pour 
O'O" 

mesure , est plus petit que O' P O", et conséquemment plus 

petit qne I"1 1': ainsi l’angle 0"II" est< O'II', et i cause d’un angle 
droit en I' et 1" dans les triangles O'I'I et 0"i"J, tien re'sulte que 
l’angle en O'' est > O'. 


Digilized by Google 


ÉLÉMENS 



170 


CHAPITRE XV. 

SUITE DÈS PLANS. 

Des propriétés des plans, qui dépendent de leur 
inclinaison. 

DÉFINITIONS. 

I. Nous avons déjà fixé l’acception de ces dénomina- 
tions , angle linéaire , angle piano-linéaire. Los modernes 
ont senti la nécessité d’imposer un nom particulier à l’in- 
clinaison d’une surface plane sur une autre ; et ils ont 
proposé les noms d’angle dièdre , dé angle plan et d’angle 
coin : nous emploierons indistinctement les deux pre- 
mières dénominations. Ainsi Vangle dièdre on plan sera 
la quantité plus ou moins grande dont 3 eux phm^peuvcnt 
être écartés l’un de l’autre : c’est encore l’espace indéfini 
compris entre deux plans qui se coupent : ici le sommet , 
de l’angle , èst la droite intersection des deux plans , et les' 
côtés de l’angle , sont les plans eux-mêmes. Nous démon- 
trerons que cet écartement de deux plans qui se coupent , 
se mesure par l’angle que font entre elles les deux per- 
pendiculaires menées dans chacun de ces plans, en un 
même point de la commune intersection. 

II. Cet angle peut être aigu , droit ou obtus : s’il est 
droit , les deux plans sont dits perpendiculaires entre 
eux. 

III. Nous désignerons ( Fêg'. 1 74 ) l'angle plan compris 
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entre les deux plans EA , DA, par DABE, en écri- 
vant au milieu les deux lettres du sommet de l’angle, 
qui est ici l’intersection A B. 

THÉORÈME PREMIER. 

L’angle plan ou di^lre compris entre deux plans D A et K A qui 
ont pour intersection la droite A B , est mesure par l'angle linc^ire 
forme' par les lignes BD et BE mene'cs dans les deux |dans DA 
et E A perpendiculaiiciuent II leur intersection commuac A B. 
{Fig. 174). 

L’angle plan DABE peut être considéré comme en- 
gendré par le mouvement de l’un des deux plans DAB 
autour de l’intersection commune AB : pendant ce mou- 
vement , toute ligne telle que BD , menée dans le plan 
DAB, perpendiculairement à l’intersection commune AB, 
engendrera une surface plane (XIV. tbéor. V, coroH.)àla 
quelle l’intersection commune AB reste constamment per- 
pendiculaire : au commencement du mouvement, le plan 
DA B, étant encore couché sur E A B, les deux perpendicu- 
laires BD, BE seront aussi l’une sur l’autre , et les angles 
plan et linéaire seront nuis. Le plan DAB étant devenu 
perpendiculaire à sa position primitive, après un quart de 
révolution , la droite BD aura fait aussi un quart de révo- 
lution, et sera devenue perpendiculaire à sa position 
primitive. Dans toutes les positions intermédiaires , 
l’angle de BD avec BE , ainsi que celui de toute autre 
pèrpendicuiaire AF à AB avec sa position première 
AG perpendiculaire à AB, sera la même partie d’un 
droit, qu» l’angle plan ou dièdre correspondant l’est 
de l’angle plan droit. Ainsi ces deux angles étant ûuls , un 
droit et deux droits ensemble ) l’angle linéaire pourra 
servir de mesure à l’angle plan qui se trouve ainsi ramené à 
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celui de deux perpendiculaires en un même point quel- 
conque de la commune intersection , l’une dans l’un des 
plans, et l’autre dans l’autre. 

Coivllaire I. Les angles plans contigus ou de suite , 
formes par la rencontre de deux plans , valent ensemble 
deux angles droits. 

Corollaire II. Les angles plans opposés au sommet , 
formes par l’intersection de deux plans, sont égaux entre 
eux. 

Corollaire III. I..orsque l’angle formé par deux plans , 
est droit, on dit que ces plans sont perpendiculaires l’un, 
à l’autre. Ainsi, lorsqu’un plan est perpendiculaire à un 
autre plan , celui-ci est perpendiculaire au premier. 

Corollaire IV. Si deux plans parallèles sont coupés 
par un troisième plan , les angles externes internes d’un 
même côté du plan sécant, externes alternes, et internes 
alternes , sont égaux entre eux ( chap. II ). 

Corollaire V. Si deux plans parallèles sont coupés par 
un troisième plan , les angles externes internes alternes , 
externes du même côte, internes du même côté, valent 
en somme deux angles droits. 

THÉORÈME II. 

Les angles plano-Iini'aires fornufs par une droite quelconque AB , 
arec les plans parallèles M N , P Q, sont égaux. ( Fig. i ^5 ). 

Car en menant d’un point quelconque B de AB, une 
perpendiculaire BEC aux plans MN , PQ ; conduisant un 
plan BAC par les droites B A et BC , et tirant des droites 
DE, AC par les points de rencontre des droites BA,T3C avec 
ces plans, les intersections du plan ABC avec les plans 
parallèles MN , PQ seront parallèles ( XIV, théor. XII ) , 
et les angles BAC , BDE seront égaux. 
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THÉORÈME III. 

Loiwjn’nne droite AP est perpendiculaire au plan MN , tont plan 
AB conduit suivant AP est perpendiculaire au plan MN. {Fig. i -G). 

Soit B G l’intersection des plans AB , MN : si dans le 
plan MN on mène DE perpendiculaire à BP , la ligne AP 
étant perpendiculaire au plan MN , sera perpendiculaire 
à chacune des droites BC,-DE(X1V, théor. 'V)jinais 
l’angle APD forme par les deux perpendiculaires PA , 
PD à l’intersection commune BC, mesure l’angle des deux 
plans A B , MN ( théor. I ) : donc , puisque cet angle est 
droit , ces deux plans sont perjiendiculaires entre eux. 

Corollaim I. Lorsque trois droites AP, BC , DE 
sont perpendiculaires entre elles , auquel cas chacune de 
ces droites est perpendiculaire au plan des deux autres , 
les trois plans AD, AB, MN seront perpendiculaires 
entre eux. 

Corollaire II. Si un plan AB est perpendiculaire à une 
droite DE située dans le plan MN , il est perpendiculaire 
au plan MN : en effet ^la droite DE étant perpendicu- 
laire au plan AB , tout plan conduit suivant DE est per- 
pendiculaire à A B J or M N est l’un de ces plans ^ donc 
MN est' perpendiculaire au plan AB qui réciprdtjue- 
ment est perpendiculaire à M N. 

Corollaire 111. Lorsque l’intersection de deux plans 
est perpendiculaire à un autre plan , les deux premiers 
plans sont perpendiculaires au troisième , parce que cha- 
cun des deux premiers plans est conduit suivant une per- 
pendiculaire au troisième. 


« 
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THÉORÈME IV. 




Si le plan AB est perpendiculaire an plan IMN , et que dans le plan 

AB on mène la li^e AP perpendiculaire à rinlcrscclion commune 

BC, cette droite AP sera pcr|)cndicalairc au plan 176J. 

Car , si dans le plan MN on mène PD perpendiculaire 
à BC , l’angle AP D sera droit, puisque les plans sont 
perpendiculaires entre eux^ donc la ligne AP est per- 
pendiculaire aux droites PB, P D j donc elle est perpendi- 
culaire à leur plan MN. 

Corollaire I. Si du point A pris dans le plan AB per~ 
pendiculaire au plan MN, on abaisse une perpendiculaire 
AP au plan MN , elle sera toute entière dans le plan A B. 
Car, d’après le théorème , si de A et dans le plan AB , on 
abaisse une perpendiculaire sur BC , elle est perpendicu- 
laire au plan M N ^ mais 'du point A on ne peut mener 
qu’une seule perpendiculaire à un plan (XIV , théor. VU); 
donc la perpendiculaire AP au plan MN , est toute en- 
tière dans le plan A B. 

Corollaire II. SI le plan h.'R est perpendiculaire au plan 
MN, elque par un point P de l’ interteclion commune BC, on 
élève une perpendiculaire au plan M.TS celte perpendicu- 
laire sera dans le ^lan AB : car, si elle n’y était pas , on 
pourrait mener dans le plan AB une .perpendiculaire AP 
à l’intersection commune B C , laquelle serait en même 
temps perpendiculaire au plan MN , d’après le théorème ; 
donc au même point P , il y aurait deux perpendiculaire* 
au plan MN , ce qui est impossible. 

Remarque I. Le plan DF perpendiculaire à la droite 
BC située dani le plan MN, contient toutes les perpendi- 
culaires qu’on peut élever au point P de la droite B C , 
autour de ce point P ; or il est facile de voir que le plan 


* 


DE GEOMETRIE. ijS 

mené par PD et par l’une quelconque de ces perpendicu- 
laires en P à BC, est perpendiculaire à BC, et.conse’quem- 
ment au plan M N; ce qui fournit une autre solution de la 
question de mener par un point P pris sur un plan MN, une 
perpendiculaire à ce plan ; en effet ^F!g. 177), par P on 
mènera dans le plan MN deux droites AB et CD perpendi- 
culaires l’une à l’autre, et par P une perpendiculaire quelcon- 
que PF, à CD, et une perpendiculaire quelconque PG à AB ; 
ces deux perpendiculaires PF et PG seront au-dessus du 
plan MN : le plan mené par PA et PF étant perpendiculaire 
à C D , le sera au plan MN ; pareillement le plan conduit 
suivant PD et PG, le sera à la droite AB et au plan MN -, et 
nous prouverons ( tliéor. V ) que l’intersection de ces deux 
plans , qui passe par P , est perpendiculaire en ce point au ' 
plan MN. 

Remarque. II. Il sera facile de démontrer que tout point 
d’un plan. sur le milieu d’une droite, est équidistant des 
extrémités de cette droite , et que tout point j)ris hors de 
ce plan , sera inégalement distant des mêmes extrémités. 

THÉORÈME V. 

$i deox plans A B , A D sont perpendicniaircs à on troisième IVDV , 
leur intersection coiumunc AP sera perpendiculaire à ce troisième 
plan. {Fig. 176). 

Car , si par le point P on élève une perpendiculaire au 
plan M N , cette perjiendiculaire doit se trouver à la fois 
dans le plan A B et dans le plan A D ( théor. IV , coroll. II )j 
donc elle est leur commune intersection AP. 

Corollaire. Tout plan perpendiculaire à deux autrei 
plans qui se coupent , est perpendiculaire à l’intersection. 
En effet, le plan MN étant perpendiculaire aux plans 
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AB, AD, ces deux derniers plans sont réciproquement 
perpendiculaires au plan MN ; leur intersection est donc 
pcri>endiculaire à ce plan , et réciproquement ce plan est 
perpendiculaire à celte intersection. 

THÉORÈME VI. 

Si l’on mène deux plans rcspecllvcment perpendiculaires à deux 
droites qui sc coupent , ces plans sc couperont, et leur intersec- 
tion sera perpendiculaire au plan des deux droites. (Fig. 178). 

Conduisez un plan MN par les deux droites CD , CE 
qui se coupent; et deux plans PO , PQ respectivement 
jwrjtendiculaires à ces droites et dont les intersections 
avec le plan MN seront les droites AB, AK jierpen- 
diculaires à C D et C E ; ces deux plans se couperont 
suivant une droite AP; le plan MN est en même 
temps perpendiculaire aux plans PO et PQ, puis- 
qu’il passe par deux droites CD, CE perpendiculaires à 
ces plans ( tbéor. III ) ; le plan MN est donc perpendicu- 
laire à l’intersection AP( théor.V, coroll.), et réciproque- 
ment cette intersection sera perpendiculaire au plan MN. 

PROBLÈME PREMIER. 

Construire graphiquement l’ongle plan entre on plan fixe MN et font plan 
cnndoit suivant l’obllquc AI, et assigner le plus petit de ces ongles 
dièdres. ( l'ig. 173). 

Soit 1 D' la trace sur ie plan MIV da plan qui passe par AI ^ si Ton 
abaisse du point A de l'oblique AI la pcrpcudiculaire AP au plan 
WN , et du point P sur ID' la perpendiculaire PI', et qu'on joi^^ne 
A et P, l'angle A l' P qui mesure l'inclinaison du plan AID' sur le 
plan IMN ( XIV . thck)r. VI ; XV. tlieor. I ) , sera Tangle plan h cons- 
truire. A^'ant dune iranspoi'icMe triangle rectangle AlP (<*) ] 

<n A I P [ Fig. {b) ] sur Je plan de la planche, et décrit sur PI une 
demi-circonfctence qui coupe en l' la ligne I D' donnée de position , 
si Ton prend dans la figure plane AH' égalé ti A 1 ' dans l'espace, 
Vanglc AH'P sera égal à l’angle AIT de Tespacc j mais en supposant 


! 
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d'abord la trace ID' confoaduc avec IP, aaqael cas le plan mene' par 
l’oblique AI, est le plan AIP perpendiculaire k MN, l’angle dièdre est 
droite mais la trace allant de IP vers lU et prenant les positions 
10", ID', etc., l’angle dièdre est représente dans la Ggurc plane par les 
angles AH' P, AIl'P, etc. , angles qui vont en diminuant, et dont le 
minimum de valeur aura lieu , lorsque la trace sera devenue la tan- 
gente ID eu I au cercle ll'T'P. Dans cette dernière position , l’angle 
dièdre sera devenu l’angle plano-lincaire entre l’oblique lA et le plan 
MN, lequel est le minimum de l’angle variable entre le plan MN Gxe, 
et un plan mené par IA et variable de position ; la position de ce plan 
faisant avec AIN le plus petit angle dièdre , est donc déterminée par 
AI et ID perpendicnlaire à IP. 


CHAPITRE XVI. 

Des angles solidés. 

DÉFINITIONS ET NOTIONS. 

I. L’angle solide ou plutôt spaciaire est l’espace in- 
déGni compris entre plusieurs plans qui se rencontrent 
dans un point. 

II. Il faut au naoins trois plans dont aucun n’est paral- 
lèle à l’autre , pour former un angle solide. 

m. L’angle solide est nommé triple, quadruple , quin- 
tuple , sextuple , etc. suivant que le nombre des faces 
qui se réunissent à son sommet , est trois , quatre , cinq , 
six , etc. Le premier de ces angles s’appelle assez souvent 
angle trièdre. 

IV. Chacune de ces faces forme au sommet un angle 
linéaire , et c’est de l’assemblage ou de la réunion de ces 
angles linéaires que résulte l’angle solide j les angles li- 
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iiéaires eux-mêmes résultent tic l’inclinaison mutuelle des 
arêtes qui concourent au sommet de l’angle solide : ces 
arêtes sont elles -mêmes les sommets des angles plans 
ou dièdres ( XV. dêf.’ III. ) qui résultent de l’inclinaison 
mutuelle des faces. 

V. L’angle solide est donc entièrement différent de 
ceux que nous avons considérés, jusqu’ici : ceux-ci étant 

. linéaires ou réductibles à des angles linéaires , sont tou- 
jours décrits dans un même plan , et mensurables par un 
arc décrit du sommet comme centre , et compris entre 
leurs côtés , Ofc qui est à la circonférence entière du même 
centre et du même rayon , comme l’espace indéfini entre 
les côtés de l’angle , est h l’espace entier compris dans le 
plan de l’angle autour de son sommet. 

VI. L’angle solide est le rapport entre l'espace indéfini 
compris entre ces faces , à l’c.space entier autour du som- 
met de cet angle , supposé le centre de cet espace : ici la 
circonférence de cercle devient insuffisante j et pour re- 
présenter le rapport en question , il faut employer une 
surface , et nous prendrons , par analogie , celle dont tous 
les points sont à une même distance d’un point intérieur, 
et qu’on a nommée sphère. 

VII. Soit (,Fig. 179) S lé sommet de l’angle solide 
S ABC que nous supposerons trièdre , c’est-à-dire, formé 
par les trois faces AS B, BSC, ASC, dont la première 
est dans le plan de la planche , et dont les deux dernières 
situéees au-dessus de ce plan, se coupent suivant SC : de 
S et avec un rayon arbitraire , décrivons dans les trois 
faces ASB, BSC, ASC qui le comprennent, les trois 
arcs de cercle AB, BC , CA : ces arcs seront sur la 
surface d’une sphère ayant S pour centre et AB pour 
rayon j et , pour cette raison , le triangle formé par ces 


( 
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trois arcs , s’appelle triangle sphérique -j l’angle solide en 
S sera donc à l’espace total sphérique autour de' S , dans le 
rapport de l’aire du triangle sphérique ABC à l’aire totale 
de la sphère. Les angles linéaires A SB , BS C , CSA dont 
les sommets réunis en S forment l’angle trièdre S , auront 
pour mesures les arcs AJ3, BC, CA, c’est-à-dire, les 
côtés mêmes du triangle sphérique. Considérons l’angle 
plan entre les faces CSA, BSA, et cherchons sa mesure, 
A cet effet, nous supposerons au point A deux tangentes 
AT , A / , l’une à l’arc AC, qui sera dans la face ASC, et 
perpendiculaire en A à l’arête AS , l’autre A t à l’arc 
AB qur sera dans la face A SB, et perpendiculaire a la 
même arête AS dans le même ]M>int A ; ainsi l’angle 
plan CS A B sera le même que l’angle entre ces deux tan- 
gentes en A. Il reste donc à reconnaître dans ce même 
triangle sphérique ABC , les trois angles piano-linéaires 
qui expriment l’inclinaison de chkeune des trois arêtes 
sur la faceopposée. ï)u point C de l’arête SC abaissons une 
perpendiculaire CI sur le plan ASB, et menons SI ; leplan du 
triangle CIS rectangle en I , sera perpendiculaire au plan 
ASB (XV.théor.III)j l’angle CSI sera donc l’angle piano- 
linéaire entre l’arête SC et le plan ASB , et cet angle aura 
pour mesure l’arc CF décrit du centre S, avec le rayon SC 
dans le plan du triangle CSI , arc perpendiculaire au côté 
AB du triângle sphérique ABC. Ainsi toutes les parties 
constitutives de l’angle solide S , savoir : ses trois angles 
linéaires , ses trois angles plans et ses trois angles piano- 
linéaires , se trouvent dans le triangle sjJhérique décrit de 
l|bn sommet , comme centre , avec un rayon arbitraire : 
et dans tout ce' qui concerne les relations mutuelles entre 
toutes ces parties , il sera permis de substituer au trièdre 
le triangle sphérique qui, en se peignant nettement 



,8o ’ .ÉLÉMENS 

aut yeux , parce qu’aucune de ses parties n’est cachée 
par l’autre , se prêle avec beaucoup de facilité au 
calcul et à la démonstration. Ce qui précède est d’ailleurs 
applicable aux angles solides formés de la réunion d’un 
nombre quelconque de faces. 

THÉORÈME PREMIER. 

Lorsqne trois angles linéaires dSe, eSf, dSf, forment un angle 
solide S , chacun d'eux est plus petit que la somme des deux 
"autres. {Fig- i8o). 

Il suffit de prouver que le plus grand de ces trois 
angles* est plus petjt que la somme des deux autres : soit 
dsf ce plus . grand angle supposé dans le plan du papier, 
en sorte que l’arête Se est située au-dessus de ce plan. 
Dans le plan dSy, menez la droite SA sous un angle 
dSA = dSe; prenez SH=:SE, par un point quel- 
conque F de iy, et 1^ ]K>ints II et E , tirez les droites 
FDet FE, et menez DE : les triangles DSE, DSH 
seront égaux, comme ayant l’angle DSH = DSE entre 
deux côtés égaux , savoir SD = SD , SH = SE : donc 
DE = DH ; or on a 

DF < DE -f- EF, ou DH -|- HF < DH + EF, 

d’où l’on conclut HF EF. Les côtés SF, SH du 
triangle H S F, étant respectivement égaux aux côtés S F, 
SE du triangle ESF, et HF étant plus petit que EF, 
l’angle HSF est, ESF : mais les angles HSD , ESD sont 
égaux : on a donc 

HSF-f HSD<ESF-f-ESD, ou FSD < ESF -J- ESB» 
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THiSoRÈME II. 

La somme des angles linéaires qui forment on angle solide , est ton- 
jours moindre que quatre angles droits. [Fig. i8i ). 

Soit un angle solide S au-dessus du plan de la planche , 
formé de la réunion des cinq ‘angles linéaires ASB, 
BSC, GSD, DSE, ESA, le polygone ABCDEqui 
forme cet angle , étant dans le plan de la planche. L’angle 
solide B étant formé de la réunion des trois angles plans 
ABC , SBA , SBC , on a ( théor. I ) 

ABC <SBA + SBC, 
ou 

ABM + MBC <SBA -j- SBC, 
pareillement 

BCM + MCD < SCB + SCD, 

CDM -f MDE < SDC -f SDE, 

DEM + MEA < SED -f SEA, 

EAM + MAB<SAE + SAB; 

la somme des premiers membres de ces inégalités , étant 
moindre que la somme des seconds , on peut dire que 
la seconde somme est égale à la première augmen- 
tée d’une certaine quantité p', en sorte qu’on pourra 
poser 

(i)... SBA -f- SBC -f SCB -t- etc. 

= AB.M + MBC + BCM + etc. + p; 

si l’on observe q'ue la somme des angles des triangles 
qui ont pour bases les côtés AB, BC , CD, etc. , et le 
sommet en S , est la même que celle des angles des 
triangles qui ont les mêmes bases AB , BC , etc. , et le 
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sommet en M , et si l’on désigne par s la somme des 
angles linéaires en S , on aura 

(?)... 4“* + ABM+MBC+ etc— s + SBA+SBC+ etc. , ‘ 

écrivant dans cette dernière égalité pour SBA -j- SBC 
etc. , sa valeur tirée de l’égalité ( i ) , et retranchant de 
part et d’autre la même somme A^M + MBC -f- etc. , 
on trouve 

4** = s + ^ , d’oii s = 4“* — r > 

d’oii l’on conclut s l’énoncé du 

théorème. 

THÉOHÊME ni. 

Lorsque les trois angles linéaires qui forment un angle solide irictlre, 
sont respcutivenieiit égaux aux trois angles linéaires qui forment 
un autre angle solide triédre, les plans de ces angles linéaires sont 
également inclinésf'un sur l’antre. ( jP'ig. i8a). 

Soient deux angles solides S et S', tels qu’on ait DSE 
= D'S'E', DSF = D'S'F', ESF = E'S'F'j il s’agit de 
démontrer que l’inclinaison de la face DSE sur la face 
DS F, est ég.ale à l’inclinaison de la face D'S'E' sur 
D'S'F', les faces DSF et D'S’F', étant dans le plan de la 
planche. A cet effet , par un point quelconque A de l’in- 
tersection SD, menons des perpendiculaires AB, AC à 
AS , la première dans la face ASE , et la seconde , dans 
la face ASF. Prenons S'A^ = SA , et au point A' élevons 
à A' S' deux perpendiculaires , l’une A'B' dans la face 
D’S'E’, et l’autre A'C' dans la face A'ST’ : les angles BAC, 
B A'C , seront les inclinaisons ou les angles dièdres dont il 
s’agit de démontrer leségalités. Or Icsangles ASB , A'S'B', 
étant égaux, par hypothèse , et les angles BAS, B’A'S' étant 
droits, par construction, les triangles BAS, B'A'S'ont 
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un côte égal SA = S'A', et les angles adjacens égaux; 
ces triangles sont dojic égaux : on prouverait île la même 
manière que les triangles CAS , C'A' S' sont égaux ; donc 
AB = A'B', AC = A’C', SB = S'B', SC = S'C : les 
triangles BSC , B'S'C' ayant l’angle BSC = B'S'C' entre 
côtés égaux , sont égaux , et on a BC = B'C' : les trian- 
gles BAC, B’A'C' ont donc les trois côtés égaux cliacun à 
chacun , d’où il résulte que les angles BAC, B'A'C' sont 
égaux. 

On prouverait de la même manière l’égalité des autres 
inclinaisons respectives. 

Remarque I. Lorsque les arêtes SE, S'E' tombent 
du même côté par rapport aux plans DSF, D'S'F', c’est- 
à-dire, toutes deux au-dessus , ou toutes deux au-dessous 
de CCS plans , que nous suppo^ns le plan même de la 
planche , les angles linéaires en S étant toujours égaux 
aux angles linéaires en S', les angles soJiJes en S et S' 
sont égaux , ou ils peuvent coïncider. En elTel, les angles 
linéaires DSE, DSF étant respectivemeut égaux aux 
angles D'S'E', D'S'F', et les plans de ces angles ctasit 
également inclinés , si l’on superpose, ce qui est possible, 
la face D'S'F' sur DSE, la face D'S'E' viendra s’appli- 
quer sur ja face DSE, et l’arête S'E' coïncidera avec 
SE ; ainsi les trois arêtes qui aboutissent à l’angle solide 
S', se confondant avec les trois arêtes qui aboutissent à 
l’angle solide S , ces deux angles solides n’en feront qu’un. 

. Remarque II. Si la droite SE restant au-dessus du 
plan DSF, la droite S'E' était au-des.sous du plan D'S'F', 
en S'E" qu’il faut voir au-dessous du plan de la planche , 
lorsque l’angle D'S'F' coïnciderait avec l’angle DSF, les 
plans D S'E", F'S'E" tomberaient au-iless«us du plan DSF, 
et l'intersection S'E" tomberait , par exemple , en Se 


,?} ÉLÉMENS 

au-dessous de DS F, tandis que l’arcte SE serait au- 
dessus de ce plan DSF j ainsi les faces ne pourraient 
coïncider J cependant les angles linéaires E^S D', E"S'F' 
étant respectivement égaux aux angles ESF , ESC , les 
angles dièdres le seraient aussi : il est encore facile de voir 
que la coïncidence ne pourrait avoir lieu , mênie en pla- 
çant S'F'sur SD et S’D^ sur SF, ce qui ferait tomber 
l’arcte inférieure S'E" au-dessus de la face DS F : ces 
angles S et S' qui ne peuvent coïncider sous les mêmes 
angles linéaires et plans , c’est-à-dire , malgré l’égalité 
de , toutes leurs parties constituantes , sont dits sj-mé- 
triques, \ 

Remarque III. Etant donné un angle solide trièdre S 
{Fig. 1 83 ), on en formera toujours le symétrique en prolon- 
geant les arêtes AS, BS , CS au-delà du point S j car il est 
évident, 1°. que les angles linéaires A'SC', A'SB', B'SC', 
respectivement «égaux aux angles ASC, ASB, BSC, 
seront disposés autrement que ceux-ci ; 2®. que l’angle 
entre deux quelconques des trois faces ASC , ASB , BSC , 
sA'a égal à l’angle entre celles des faces de l’angle solide 
opposé, qui sont les prolongemens de celles-là. Celte 
manière de former un angle solide symétrique d’un 
autre , est simple. On peut encore observer que l’image 
d’un objet , reçue dans un miroir , lui est égale par sy- 
métrie. Maintenant l’arête SB' se trouvant au-dessous 
du plan de la planche , si l’arête SB est au-dessus de ce 
plan , il est facile de voir qne de quelque manière qu’on 
essaie de faire coïncider l’angle linéaire A'SC’ avec l’an- 
gle ASC , qui est dans le même plan , il n’est pas possible 
d’amener les arêtes SB, SB’ à coïncider. 

Remarque IV. Si deux angles trièdres coïncident , on 
doit conclure que les angles linéaires sont égaux et 
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dispo.scs de la même manière autour des deux angles 
solides. 

THÉORÈME lY. 

» 

CbacDn des six ai^es d’nn triedre. saroiv : les trois Angles linéaires et les 
trois angles plans . a pour supplément l'un des angles d'un autre txièdre 
formé par trois plans pcrpenilicnlaires aux trois arêtes du premier. 

a , 0 cl c étant les trois arf les tin triedre propose , le triÿilre formé 
par trois plans pcrpendiciUaires h chacune de ces arêtes , est tel que 
chacun de ses angles plans a son supplément parmi les angles linéaires 
du premier irièdre. Fn elTct, qu’on se représente une des faces du 
trièdre, proposé, pgr cxentple , la face a i j les deux faces du nouveau 
triidre perpendiculaires l’une h l’aréte a , l'antre .H l’arête l> , coitjrcnt 
cette face a b sutyam deux droites dont l'angle mesure l’inclinaison 
des deux premières faces (XV. iliéor. III, coroll. II , et théor. V ) : 
or dans le quadrilatère formé par ces deux intersections et les deux 
arêtes a et I>, il y a deux angles droits, donc les deux antres angles sont 
supplémens l'un de l’autre ; l’un d’eux est l’angle entre les arêtes a et 
b du premier trièdre, et l’autre est l’angle entre les deux faces du nou- 
veau Irièdre , perpendiculaires h cos arêtes. On prouvera de même 
que les angles entre et o , c et n sont bnpplémens des angles entre les 
faces perpendiculaires à cl c , c et a. 

Si l'on nomme n', b' et c' les arêtes du serond triètirc, le pre/nier 
étant formé de trois plans perpendiculaires i ces arêtes, l’angle entre 
denx faces de celui-ci , a pour supplément l’angle entre deux arêtes de 
l’antre. 

Cette propriété dont nous ferons usage dans le chapitre XXllI , a 
fait nommer l uu de ces trièdres , le supplémentaire de [autre. 

Corollaire. Ainsi connaissant les trois angles plans d’un Irièdre, 
si l’on veut trouver ses trois angles linéaires , on prendra les supplé- 
mens des angles plans pour en faire les angles linéaires d’un 
trièdre dont les angles plans .seront les supplément des angios cbei- 
chêt j cl rcciproqucmcnl. 


Dr * . é-'Kiglt 
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CHAPITRE XVII. 


Des triangles sphériques. 

’ DÉFINITIONS ET NOTIONS. ' ' . 

I. Nous avons défini (XVI. déf. VI ) la* surface sphé- 
rique. On peut encore regarder cette ^surface comme 
engendrée par la révolution d’une demi-circonférence 
autour d’un diamètre , et quel que soit celui de ces dia- 
mètres pris pour axe de révolution , la surface est tou- 
jours la même. 

II. Ij: rayon d’une sphère est une ligne droite nienée 
du centre à tout point de la surface; le dtani'elre o\x 
axe est une droite passant par le centre de la sphère , et 
terminée de part et d’autre à la surface. Tous les rayons 
sont égaux , ainsi que tous les diamètres dont chacun est 
double du r.iyon. 

III. On appelle grand cercle celui dont le plan passe 
par le centre de la sphère , et petit cercle celui dont le 
plan ne passe pas par ce centre. 

IV. Le pôle d’un cercle de la sphère , est un point de 
la surface , également éloigné de tous les points de la cir- 
conférence de ce cercle. 

V. Friangle sphérique est une partie de la surface 
de la sphère, comprise par trois arcs.de grands cercles : ces 
arcs qu’on nomme aussi côtés du triangle , sont sup- 
posés plus petits que la demi-circonférence. 

VI. Fuseau est la partie do la surface de la sphère 
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comprise entre deux demi-grands cercles qui se terminent 
à un •diamètre commun : le fuseau sphérique AÜDCA 
{Fig. i84)pemt être considéré comme enge'ndré parla 
révolution de la demi - circonférence ACD autour dû 
diamètre AD. 

YIl. La moitié de la surface d’une sphère , se nomme 
hémisphère. 

VIH. L’angle, B AC ( Fig. j 84) compris entre les deux 
arcs de grands cerclé^ qui se coupent en A , c’est-à-dire, 
l’angle entre les plans tle ces cercles , et qu’on nomme 
l’angle du fuseau , est l’angle des deux tangentes AG, AF, 
au point d’intersection A, la première à l’arc AB,^ct la 
seconde à l’arc AC , puisque ces tangentes sont perjien- 
diculaires au point A de la commune intersection dés deux 
plans, l’une dans un plan, et l’autre dans l’autre. ( XVI. 
déf. VII ). Ainsi le fuseau sphérique est à la suif ace entière 
de la sphère, dans le rapport de l’ongle du fuseau, à qua- 
tre angles droits. 

IX. Le polygone sphérique est une portion de la surface 
de la sphère , terminée par plusieurs arcs de grands 
cercles. On remarquera comme un caractère essentiel- 
lement distinctif entre les polygones sphériques et les 
polygones rectilignes , que les pçlygones à deux côtés ont 
encore lieu parmi les premiers , ‘Comme le montre le con- 
tour d’un fuseau , tandis que parnoi les derniprs , il faut , 
au moius , trois côtés pour renfermer un espace. 

X. Si l’on suppose les plans des cercles ACD, ABD 
perpendiculaires entre eux , le fuseau sera un quart de 
la surface de la sphère : si , par le^ centre de la sphère , 
on suppose un plan perpendiculaire aux précédens ,. on 
aura le triangle sphérique ABC dont les trois côtés 
perpendiculaires entre eux , vaudront chacun un quart 
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de circonférence : l’aire de ce triangle sera un huitième 
de la surface sphérique : ce triangle qu’on a nommé 
tri- rectangle , est l’unité angulaire des angles spaciaires 
formés au centre de la sphère : il est pour ces angles , ce 
qu’est l’angle droit pour les angles linéaires. Cet angle 
solide étant la réunion de trois plans perpendiculaires * 
entre eux, et de trois arêtes aussi perpendiculaires 
l’une à l’autre , tcrus les angles linéaires , plans et piano- 
linéaires , seront droits. * 

XI. Le fuseau ABt)C A(Fïg-. 1 84) est au quart de lasurface 
sphérique , dans le rapport de l’angle A à un angle droit , 
ou à^la surface du triangle tri-rectangle , dans le rap- 
port de 2A à l’angle droit : en sorte que la surface du 
trianglè tri-rectangle étant prise pour unité , la surface 
d’un hémisphère est égale à 4 ^ l’angle droit étant aussi 
pris pour unité. 

XII. Considérons les deux fuseaux sphériques oppo- 
sés qui résultent de l’intersection des deux grands cercles 
ABFA'B'F’, CBDC'B'D', dont l’intersection est le 
diamètre B B' {Fig. i 85 , la sphère ayant son centre sur 
le plan de la planche qui la coupe suivant le grand 
cercle DFD' F' en deux hémisphères, l’iin supérieur, 
l’autre inférieur : les parties des deux fuseaux , situées 
sur l’hémisphère supérieur, seront les triangles sphé- 
riques D'BF^' et DBF, et les parties situées sur l’hémis- 
phère inférieur , seront les ■ triangles sphériques D'B'F' 
et DB'F. Si l’on considère les triangles sphériques D'B'F' 
et DB'F, on verra quq leurs sommets D' et D , B' et B , 

F' et F, sont des points diamétralement opposés de la 
surface sphérique , en sorte que les droites qui joignent 
ces points , forment , au centre de la sphère , deux angles 
trièdres opposés et symétriques ,* lesquels ne peuvent 
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coïncider ( XVI. theor. 111, reiu. ); il est pareillement 
impossible d’operer la coïncidence des bases DBF, 
D'B'F'j d’abord cette coïncidence suppose que l'une des 
bases reçoive dails sa concavité la convexité de l’autre , 
ce qui ne peut avoir lieu à moins que leurs parties res- 
pectivement égales, ne se succèdent dans le même ordre, 
dans l’une et l’autre de ces surfaces : or , pour que les 
convexités soient tournées dans le même sèns , il faut 
faire .tourner l’arc F'D’ autour du centre O , et auHlessus 
du plan de la planche, jusqu’à ce que F' tombe sur D, 
et D' sur F j mais alors les angles égaux en F' et F, en 
D' et D , ne se trouvant pM l’un sur l’autre , la coïnci- 
dence des surfaces n’aura pas lieu, quoique les deux 
triangles sphériques aient leurs côtés et leurs angles 
égaux , ainsi qu’il est facile de le voir. Une pareille dis- 
position n’empêcherait pas la coïncidence dans les trian- 
gles rectilignes, parce qn’il ne faudrait que renverser 
l’un des deux pour la rendre possible. 'Ainsj nous re- 
’trouvons ici des figures égales dans toutes leurs parties 
constituantes , et qui ne peuvent être superposées , figures 
que nous appelions symétriques. 

XIII. Si l’on fait tourner le trièdre OD'F'B'^ autour 
du centre O, de manière que la face O li” Dareste dans 
le plan de la planche ou du cercle FDFD', et que D 
tombe en D, et F en F, l’angle D'OF’ coïncidera avec 
DOF, le sommet B' sera sur l’hémisphère inférieur, et 
on aura deux triangles sphériques DBF, D’B'F ayant le 
côté commun DF, les autres côtés égaux ainsi que les 
angles, et dont l’un sera le symétrique de l’autre. Nous 
aurons occasion de considérer ces deux triangles. 

XIV. Dans les deux tripdres OB’D’F’, OBDF, les 
angles trièdrcs opposés en O , étant égaux par symétrie , 
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les aires spliériques D'B'F' , DBF sont les mêmes portions 
de la surface sphérique : or D'B'F' fait avec le triangle 
D'BF', le fuseau sphérique compris entre les deux demi- 
cercles BD'B, BF^B’j donc DBF ajouté au même 
triangle D'BF, doit faire la même somme : d’où il s’en- 
suit que la somme des aires des deux triangles sphériques 
DBF, D'BF, opposés par le sommet B, et formés sur 
un même ïiémisphfere par deux grands cercles de la 
sphère , est égale au fuseau sphérique que ces niêmes 
cercles forment entre eux. 

TIICOKÈHE PREMIER. 

Tonte section de la sphère par un plan , est un ceide.( Fig. i86). 

Soit A M B la section faite par un plan dans une sphère 
dont le centre est C : du point C , menez la perpendi- 
culaire CO sur le plan AMBP, et dififérentes lignes CM, 
CN à différens points de la courbe qui termine la section : 
les obliqties CM, CN, CB étant égales comme rayon? 
de la sphère , toutes les lignes OM , ON , OB, etc. , sont 
égales ( XIV. théor. V ) ; donc la section AM NB est 
un cercle dont le centre est en O. 

Corollaire I. Si le plan de la section passe par le centre 
de la sphère , son rayon sera le rayon de la sphère ) donc 
tous les grands cercles de la sphère sont égaux entre 
eux. 

Corollaire II. Deux grands cercles se coupent toujours 
en deux parties égales j car leur intersection passant par 
le centre de la sphère , »t aboutissant à la surface, est un 
diamètre. 
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Tout grand cercle diyitc la spht-re et sa surface en deos parties égalés. 

t 

Si l’on donne aux deux Léinisphëres une base com- 
mune , en appliquant la convexité de l’un sur la con- 
cavité de l’autre, les surfaces coïncideront, sans quoi il 
y aurait des points inégalement éloignés du centre. 

v«.'. THÉORÈME Ilf. . 

Le centre d’un petit cercle et celui de la sphère, sont sur une même 
droite perpendiculaire au plan du petit cercle. (Fig. i85). 

En effet , O étant le centre du petit cercle ; et les 
triangles COB, COA étant égaux , l’angle COB=COA j 
donc chacun de ces angles est droit : par la même raison , 
chacun des angles CON, COP est droit ; donc CO est 
perpendiculaire aux deux droites AB et N P, et consé- 
quemment au plan du petit c^-lc. 

Corollaire I. Les plans des petits cercles dont les 
centres sont sur CD, sont parallèles entre eux : plus les 
plans de ces cercles sont éloignes du centre C , plus les 
cercles sont petits et réciproquement. 

Coi-ollaire II. Si du centre C de la sphère, on aK^e 
une perpendiculaire sur le ^lan du petit cercle AN B, 
elle passera par le centre O ; autrement on jjourrait du 
même point C , abaisser deux jierpendiculaires différentes 
sur un même plan. La perpendiculaire élevée par le 
centre d’un jietit cercle , à son plan , passe par le centre 
de la sphère. Tout point pris sur le diamètre DE pas- 
sant par le centre O de la section , est également distant 
des points de la circonférence AMTIA. 


• 9 » 


ÉLÉMENS 


) 


THÉORÈME IV. 

Par deux points donnt's sur la surface d’une sphère, on pent Caire 
passer un arc de grand cercle. 

Car les deux points et le centre de la sphère sont trois 
points qui déterminent la position d’un plan : il n’y a 
exception que dans le cas où les deux points sont les 
deux extrémités d’un diamètre , parce que *ces deux 
points et le centre ÿe trouvant en ligne droite , il y a 
lieu à une infinité de grands cercles passant par ces deu< 
points. 

On pourra s'exercer à démontrer les deux théorèmes 
suivans analogues à deux autres que nous avons établis 
sur le cercle. 

‘ THÉORKME V. 


l”. De toutes les droites qu’on peut tirer d’nn point qui n’est pas 
le centre d’une sphère, à sa surface, la plus longue est celle qui passe 
par le centre , et la plus courte est celle qui prolongée , passerait 
par le centre ; a", les idKyennes entre la plus longue et la plus 
courte , sont celles qui se icimlnent k la circonférence d’une même 
section., dont le plan est perpendiculaire au diamètre passant par 
le point donné , et pour une même section , toutes ces moyennes 
^ut égales J elles angraentent en même temps que la distance de la 
‘^Ition au point donné. , 


THÉOimME VI. . ^ 

j“. Les surfaces de deux sphères ne peuvent se toucher ni se couper, 
qna^ la distance des centres est plus grande que la somme ou pins 
petite que la différence des rayons j a”, elles se touchent extérieure- 
ment et intérieurement, lorsque la distance des centres est égaie h 
la somme ou h la différence des rayons j 3°. enfin elles se coupent 
suivant une circonférence de cercle , quand la distance des centres 
est plus petite que la somme et plus grande que la différence des 
rayons. 


/ 
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Dans tout triangle sphérique ABC, nn câle' qnelcopqae est pins 
petit que la somme des denx autres. [Fig- 187 }. 

Soit O le centre de la splicre. duquel on mené les 
rayons OA, OB, OC ; les plans AO B, BOC, COA, 
forment au centre de la sphère , un angle trièdre dans 
lequel chacun des trois angles line'aires mesure par chacun 
des côtés du triangle sphérique, est moindre que la somme 
des deux autres ( XVI. tliéor. I ). 11 faut observer que 
AB , BC , CA sont des arcs de grands cerejes. , 

•THÉORÈME VIII. 

La somme des trois côtes d’un triangle sphérique , est moindre que la 
circonférence d’un grand cercle. (Fig. 187.). 

Soit ABC un triangle sphérique formé jwr des arcs 
de grands cercles : prolongez les côtés AB, AC jusqu’à 
ce qu’ils se rencontrent en D : les arcs A BD, ACD 
seront des demi-circonférences ( théor. I , coroll. II ) : 
mais dans le triangle spliérique BCD , on a ( théor. VII } 
BC <[ BD-|- CD : ajoutant de part et d’autre AB-pAC , 
on aura AB -|- AC -|- BC ABD -f- ACD , c’est-à- 
dire , plus petit qu’une circonférence. 

Corolltiire. Comme les, côtés du triangle sphérique, 
mesurent les angles linéaires en O dans le trièdre OABC, 
il s’ensuit que 1^ somme de ces trois angles linéaire^, est 
moindre que denx angles droits , ce qui ramène à la con- 
clusion obtenue ( XVI- théor. II ). • 
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THÉORÈME IX- 

L’a'irc «l’un triangle spheiiqne qnelconqne , est égale à l'excès «le la 
somme de ses trois augles sur deux angles droits, la surface du 
triangle sphcrique tri-rectangle, étant prise pour unité. (Fig. i85). 

Prolongeons les trois côtés AB, AC, BC du triangle 
ABC, jusqu’à la rencontre du grand cercle DFED'F'E* 
de la sphère , cercle dont le plan est celui de la planche : 
on aura sur l'hémisphère supérieur, i®. les triangles 
sphériques DCE', D'CE, faisant ensemble le fuseau 
dont l’angle est C ( déf. et not. XIV ) ; 2°. les triangles 
sphériques F'BD' et FBD, faisant ensemble le fuseau 
dont l’angle /est B ; . 3 ”. les triangles sphériqups FAE , 
F'AE', faisant ensemble lé fuseau sphérique dont l’angle 
est A. Or ces six triangles sphériques valent ensemble 
l’hémisphère supérieur , plus deux fois le triangle sphé- 
rique ABC J donc l’hémisphère vaut la somme des trois 
fuseaux moins deux fois le triangle ABC ; mais la sur- 
face du triangle tri-rectangle étant prise pour unité , le< 
trois fuseaux vaudront en somme 2 A -f- 2B -j- ^C, 
et l’hémisphère sera 4 ( t^^f. et not. XI ) j donc 

4=2A-j-2B-f-2C — 2 ABC ; 

d’ou 

ABC = A -f B -f C.— 2... (i), 

l’angle droit étant l’unité des angles linéaires , comme le. 
triangle tri-reclangle est l’unité de mesure des angles 
trièdres. 

Corollaire. I. Comme la surface ABC ne peut être 
négative , il résulte de la formule que A -j- B -f-c> 

2 angles droits ; mais aussi chacun des angles_A , B , C 
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mesure l’inclinaison des plans qui forment Tangle trièdre 
au centre de la sphère ; donc la somme de ces trois incli- 
naisons , excède deux angles droits. 

Corollaire H. Comme .tout triangle sphérique est 
moindre fpi’im hémisphère, on a ABC<^4v®I consé- 
quemment A-f-B-f-C — 2 <[[ 4 > -A- + ^ C 6 , 

angles droits. 

Corollaire III. Si l’on conçoit sur la surface d’une 
sphère un polj'gone sphérique , et que de l’un de ses 
angles on mène des arcs diagonaux à tous les 'angles 
non adjacens , le polygone sera partagé ' en triangles 
spliériqucs dont le nombre sera égal à celui des côtés 
moins deux ; en sorte que , d’après le théorèm.e et les 
corollaires précédens , on évaluera facilement au moyen 
de l’angle 
sphérique. 

Corollaire IV. Le triangle sphérique est égal en sur- 
face au fuseau sphérique qui a pour angle la demi- 
somme des trois angles A-f-B-f-C — i , puisque 
( déf. et not. XI ) la surface d’un tel fuseau est le double 
de son angle. 

Corollaire V- La somme des trois angles d’un triangle 
sphérique n’étant pas une quantité constante , comme 
celle' "des trois angles d’un triangle rectiligne, deux 
angles connus ne suffisent plus pour découvrir le troi- 
sième. ' 


d^it la somme des angles de tout polygone 


7 -^* 
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THÉOBÈME X. 

Si on njcncle diaraélie DE perpendiculaire au plan du grand cercle 

A M B , les exlrùnites D et E seront les pôles du cercle A M B , et 

de tous les petits cercles qui lui sont parallèles. ( Fig. i88 ). 

DC étant perpendiculaire au plan AM B, est perpen- 
diculaire à toutes les droites C A , CM, CB , etc. menées 
par son pied dans ce plan j donc les angles DC A , DCM , 
D CB , etc. sont droits , et les arcs DA , DM , DB , etc. 
sont des quarts de circonférence : donc les points D.et E 
sont chacun également éloignés des points de la circonfé- 
rence AM B; ils sont donc les pôles de cette circonfé- 
rence { déf. et not. IV ). En second lieu , le rayon D C 
perpendiculaire au plan AMC, est perpendiculaire au plan 
parallèle FNCr :.donc il passe par le centre O. de ce cercle 
(Th. lil, coroll. Il ) : donc tous les triangles DDF, DON , 
DOG .sont égaux : donc les cordes DF , DN , DG sont 
ég.iles , ainsi que les arcs qu’elles sous-tendent. 

Cotx)llaire\. L’angle AMD entre l’arc AM pt le qua- 
drant DM , angle formé par deux tangentes en M aux 
arcs M \ , M D , est droit , puisejue le D C M est perpendi- 
culaire sur A M B. 

Corollaire II. Pour trouver le pôle d’un arc AM de 
grand cercle , menez l’arc iiuléfini M D perpendiculaire à 
AM , et prenez M P égal à un quart de circonférence , ou 
à un quadrant, et le point D sera le pôle de l’arc AM, pôle 
qu’on peut encore obtenir en menant aux points A et M 
les arcs AD et M D perpendiculaires à AM et prolongés 
jusqu’à ce qu’ils se rencontrent en un, point qui sera l’un 
des pôles. 

Corollaire III. En faisant tourner l'arc DF autour du 
point D, le point F décrira le jietit cercle FN G ; et si on 
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fait tourner le quadrant DF A , le point A décrira l’arc 
^M.de grand cerple. Ainsi , en prenant une ouverture 
de compas , égale à l’intervalle D A , laquelle sera la corde 
de l’arc DA et posapt l’une des pointes en D , l’autre 
pointe tracera l’arc de cercle AMB dont le pôle est D. 
Il sera donc facile de prolonger l’arc de grand cercle AM, 
puisqu’il ne faudra qu’eu trouver le pôle d’après le corol- 
laire précédent. 

Corollaire IV. S’il faut d’un point donné N abaisser 
un arc perpendiculaire sur l’arc donné AM de grand cer- 
cle, la question se réduira à déterminer sur l’arc AM 
prolongé , le pôle S. de l’arc-demandé , qu’on obtiendra eu 
coupant l’arc AMB par un arc décrit de N , avec l’inter- 
valle N S égal à un quadrant : aloés de S et avec le même 
intervalle, on décrira l'arc NM qui sera l’arc cherché. 

THÉORÈME Xt. 

Étant donne le triangle tpbc'rifpie ARC, si des points A , B et C 
comme pôles, on décrit des arcs EF, DF,. DE qni forment le 
triangle sphcriqnc DEF , réciproquement les trois points D, E, F 
sciont les pô'cs des côtes RC , AC , AR^ 189 ). 

Le point A étant le pôle de l’arc EF, la distance AE 
est un quadrant •, le point C étant le pôle de l’arc DE, la 
distance CE est pareillement un quadrant : le point fi 
étant éloigné d’un quadrant de chacun des points A et C , 
est le pôle de l’arc AC. On démontrera de la même ma- 
nière que D est le pôle de l’arc BC, et F celui de l’arc 
AB. 

Corollaire. Donc le triangle ABC peut être décrit par 
le moyen du triangle DEF , et réciproquement. 

Remarque. Chacun' de ces deux triangles est dit : & 
jiolaire de l’autre. - 
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THÉORÈME XII. 


L’angle BAC «jtie font entre eux deux arct de panda cercle AB, AC, 
a |>oiir mesure l’arc BC décrit du point A comme pdle, entre lis 
côtis AB , AC prolonges s’il est necessaire. ( Fig. i 84 )• 

Nous avons dit (déf. et not. VIII) que l’angle BAC 
qui est l’anglc^entre les plans OAB, OAC était mesuré 
par l’angle F AG entre les tangentes AF et AG au point 
A des arcs A C et AB j si l’arc AC est égal à un quadrant 
ainsi que AB, les rayons OC et O B sont respectivement 
jvirallèles aux côtés AF et AG, et l’angle FAG jieut être 
rempUicé par COB qui a pour mesure l’arc ’BC. 

Corollaire. Il est donc facile de faire sur la même 
sphère ou sur deux sphères égales, un angle égal’ à un 
angle sphérique donné. 

/ THÉORÈME XIII. 

Cli.iquc angle de l’an des triangles ABC, DEF anra pour mesure U 
deiiii-ciKonfercace d'un grand cercle , moins le cùu! oppose dans 
l’autre triangle. (ÉUÿ. 189). 

Soient prolongés lac arcs AB , AC jusqu’en G et H ; 
le point A étant le pôle de l’arc GH, l’angle A aura pour 
mesure l’arc GH (théor. XII )j mais l’arc EH est un qua- 
drant, ainsi que GF , puisque E est le pôle de AH , et’F 
edui de AG J donc EH GF vaut une demi-circonfé- 
rence î or Eli -f- GF = EF GH^ donc l'arc GH qui 
mesure l’angle A, est égal à | circonf. — EF : par !• 
même raison , l’angle B a pour mesure | circonf. — DF, 
et l’angle C a pour mesure -j circonf. — DE. En second 
lieu , l’angle D a pour mesure l’arc MI j or C étant le 
pôle de DE , et B celui de DF , la somme MC -j- B l ou 
MI -j- BC vaut une demi-circonférence^ donc l’arc MI 
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mesure de l’angle D , vaut une demi-ciiTonférence — BC j 
et ainsi des autres. Ainsi la propriété est réciproque. 

THÉOHÊME XIV. 

Si sur une splière ou sur deux sphères égales , ou a deux triangles 
sphériques dont les cdlés soient égaux , les angles opposés aux côtés 
égaux seront égaux. ( Fig. 190). 

Soient les arcs AB=A'B',_BC:=B’C', AC:otA*C'(*) : 
et menons les tangentes A. b et Ac , A! b' et AV jusqu’aux 
rencontres des rayons OB et OC, O'B’ et O'C’ sufH- 
aamment. prolongés , et joignons b eX. c , b' et c : il s’agit 
de prouver que l’angle bAc= b'A'c. Or les triangles 
AOb , A!ÇÜb' étant égaux , on a Ab = AV', 06 OV' : 
par la même raison , A c ,= A!c , O c = OV j donc à 
cause de l’angle bOc = A'OV , les deux triangles bücet 
b'O'c seront égaux et donneront bc — b'c : les deux 
triangles 6Ac-, 6'A'c' étant égaux , l’angle bAc — b' A! c 
ou l’angle A r= A'. On prouverait de même l’égalité des 
angles en G et C' , en B et B'. 

Corollaire. Ainsi les trois angles linéaires qui forment 
en O un angle solide trièdre , étant respectivement égaux 
aux trois angles linéaires qui forment en O' un autre angle 
solide, trièdre , les angles entre les faces qui renferment 
les angles linéaires égaux , sont égaux , conclusion obtenu^ 
■( Xyi , tbéor. III ). • 


(’’) Nous navons pas fait la secoqdè figure , parce qn'elle est la 
uiémc que la première , en accentuant toutes les lettres de celle-ci. 
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THÉO RK. UE XV. 

Si deux ti'ianf<lcs sphériques décrits sur la mèmesplière , ou sur deux 
sphères égales , ont nn angle l'gal entre deux cèités égaux , le troi- 
sième eâté et les deux antres angles seront égaux. ( Fi^. iqo ). 

Soient les arcs AB_= A'B' , AC = A^C, et l’angle en 
A égal à l’angle en A', ou l’angle bAc = b'A'c : de l’e'ga- 
lilé des tfianglcs AOA et A'O'A , AOc et A'O'c, on con- 
clura Ab — A'b ' , Ob z=z O'b ' , Oc = O'c , Ac = A!c , 
et comme l’angle bAc=b' Ac, les triangles AOc, A'O’c 
seront égaux et donneront l’angleBOC— B'O'G'j et con- 
séquemment l’arc BC z= BC'. Les deux triangles ABC , 
A'B C' ayant leurs côtés égaux , on conclut du théorème 
précédent, l’égaüté des deux autres angles. 

CoroUairr’. Ainsi deux des Irois angles lirféaires qui 
forment nn angle Irièdré en O , étant égaux à deux des 
trois angles linéaire? qui forment un anglé trièdre en O' , 
et les plans de ces angles linéaires égaux , étant égale- 
ment inclinés , les deux autres angle.s. plans et l’autre an- 
gle linéaire seront égaux de part ettl’autre. 

THÉORÈME XVI. 

Deux triangles silués sur la. même sphère ou sur des sphères égales^, 
® sont égaux dans toutes leurs parties, lorsqu'ils ont un côte égal adja- 
cent h deux angle# égaux. 

' Les triangles polaires des deux triangles donnés , ayant 
un angle égal entre deux côtés égaux*( théor. XIII ) , on 
conclut du théorème précédent qu’ils sont égaux dans 
toutes leurs parties j c’est-à-dire que les deux autres an- 
gles et le troisième côté sont égaux de part et d’autre : 
donc , dans Jes triangles donnés , les deux autres côtés et 
le troisième angle sont respectivement égaux. 

I 

{' 


Digitized by Google 


aoi 


DE GÉOMÉTRIE. 

J* 

Corollaire. Ainsi l’un des trois angles linéaires en O , 
étant égal à l’un des trois angles linéaires en O' , et les in- 
clinaisons de la face qui contient cet angle sur les deux 
faces adjacentes, étant égales de part et d’autre , le troi- 
sième angle plan et les deux autres angles linéaires sont 
'égaux de part et d’autre. 

TtlKORRMF. XVII. 

Si deux triangles tracés sur la m^mc sphère , ou sur deux sphères 
'' traies , sont litioiangles , ils seront équilatéraux. 

S * * 

Les triangles polaires des triangles donnés , ayant les 
trois côtés égaux chacun à chacup , seront équiangles 
( théor. XIV donc les triangles proposés seront équila- 
téraux (tliéor. XIII). 

Corollaire. Ainsi les trois angles linéaires qui forpient 
im angle trièdre en O , étant égaux aux trois angles, li- 
néaires qui forment un angle trièdre .en O’ , les angles 
dièdres seront égaux de part et d’autre. 

■ Remarque. Cette proposition ii’a pas lieu dans les 
triangles rectilignes où de l’égalité des angles , on ne 
peut conclure que la proportionnalité des côtés j mais 
dans deux triangles sphériques tracés sur la même sphère, 
les côtés ne, peuvent être proportionnels entre eux , sans 
devenir égaux , coriime arcs semblables de circonférence 
dont les rqyons sont égàux. 

Remarque. Les corollaires des théorèmes XFV, XV , 
XVI et XVII, font le complénjcnt du dvipitrç seizième. 


1^- r r'-YTir M c 



CHAPITRE XVIII. 

Trigonométrie sphérique. 

TBÉORÊME PREMIER. 

Dans tout triangle tpherique , les sinus des angles sont proportionnels 
aux eûtes opposes h ces angles. 

i. 

Soient(F/^. 191 ) AB, BC,AÇ trois ares de grantl.s cercles 
de la .sphère dont le centre est en O; si. l'on joint le point O 
aux points A, B, C par des droites AO, BO , CO, on 
formera un trièdre OACB dont les angles entre les faces 
sont les mêmes que ceux du triangle sphérique A BO j et 
les angles entre les arêtes, savoir: COB, COA, AOB 
son# mesurés par les arcs CB, AC, AB du triangle 
sphérique. Nous désignerons ces arcs par a , & j c , et les 
angles opposés, ou les angles entre les faces, par A, 
B, C. 

Supposons le trièdre OACB développé 199. )sur le 
plan de la face AOB qui est celui de la planche, et c.onstruisons 
en DE G l’angle A opposé à l’arc a, et en D’FG l’angle B 
opposé à l’arc Aj Ics plans de ces angles DEG,. D'FG 
sont perpendiculaires sur le plan de la face AOB, et en 
'meme temps perpendiculaires le premier sur O A, le 
second sur OB j en sorte que les côtés GD , GD' se réu- 
nissent dans l’espace en une seule droite perpendiculaire en 
G au plan AOBj et lorsque les faces AOC, BOC', situées 
dans le plan de la planche , tournent autour des char- 
nières OA, OB_pour reformer le trièdre, les perpen- 
djtiiiaires ECàOA, FC'à, OB vont coïncider avec les 
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t;ôtés ED , FD' en position , et les arêtes OC et OC' se 
confondent- dans l’espace, et de plus OC = OC' que 
nous représenterons par R. On aura donc ' . 

DG : sin. DEG» = ED ou CE : Rj 
DG : sin. D'FG = D'F ou FC : R. 

donc , en observant que CEouED = sin. ù , FC' ou FD' 
=sin. a, etquc, par construction, DG=D'G, on conclura 

(1) . ... sin A ; sin. B sin. <2.: sin. & 

On trouverait de même 

(2) . ... sin A : sin. C = sift. a : sin. c 

( 3 ) .... sin B : sin. C = sin. b : sin. c 

? 

. THÉORÈME II. V 



a, b, c étant tonjonrs les côtés d’un triangle sphérique, A l’angle 
opposé an côté a, ou a l’analogie. {Pig- 19a). 


cos. a ~ cQs. b cas. c -}- sin. b sin. c cos. A. 

* ' * • 

Menant les droites GH, EK, la première parallèle - 
et la seconde perpcndicubire à O B, on aura 

OF = cos. « = OK + KF j=i OK + GH. 

Or 

OK : OE=rcos. c : R ; d’où OK 


GH : EG=sin. c : Rï 
EG : ED=cos.A: R( 


d’où GH = 


sin. i sin. c cos. A J 
Ri 
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en observant que ED == E G sin. b : donc 

cos.^cos. c , sin. i sin. c cos. A ' 

( 4 ) + 


R> 


et de même . 

_ , cos.rtcos.c , sin. a sin. c cos. B / 

R— + 

cos.a tos.6 1 sin a sin. i cos. C 


(6) cos. c = 

d’où l’on déduit 


R 


+ 


R> 


(B) 


cos. A = 
cos. B = 
cos. C = 


' cos 


.a — R cos. b cos. c ' 


6in. b sîn. c 

R® cqs. b — K cos. a cos, c( 

sin. a sin. 

R“ cos. c — R cos. a cos. 


... (B') 


1 . h 


Corollaire I. Les angles entre les arêtes du triédrc 
supplémentaire , sont ( XVI. théor. FV ), ir — A , — B, 
it — ’ C TT étant la demi-circonférence j ils ont pour 
cosinus — cos. A , — cos. B, — cos. C p or l’angle opposé à 
îr — A , est TT — a dont le cosinus est — cos. a. ; donc , 
pour ce trièdre supplémentaire , les équations (4) > ( 5 ) et 
(6) deviennent . 

, . cos. B cos. C sin. B sin. C cos, « 

c»..A = P ^ 

(»)' „^ TOAcoi-C _ »in A.m .Cc^|' 


(9)...— cos. c = 


R R* 

cos. A cos. B sin. A sin. B cos. 


R 


R* 
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d’où l’on tire 


cos. a = 
cos. b r= 


R“' cos. A+R cos. B cos. C 
sin. B sin. C 

R» cos. B-f-R cos. A cos. C 
sin. A sùi. C 


COS. C = 


R* côs. C+R cos. A cos. B 
-sin. A sin. B 



Corollaire II. Ravaleur de. cos. c, donnée par l’équa- 
tion (6) , étant substituée dans liquation (4) , fournit la 

. ■ • . ■ ■ ’i 

suivante 


cos.acos.’è , sin. a sin. 6 cos. i cos. C 
cos. n = + g 5 


sin.6 sin ccfoÿ.A, • 

H * 


laquelle , à cause de cos“ 6 = R* — sin* b et du facteur 
commun sin b , devient 


R cos. a sin. b ■=. sin. a cos. b cos. C -f- R sin. c cos. A. 

Prenant dans l’équation ( 2 ) pour sin. c sa valeur...., 

sin. c = ^ , et la substituant dans la dernière 

sin. A . 

équation , on trouve 

( 10 )... cot. a sin. b = cot. A sin. C -f» cos. b cos. C 
et par analogie 

(i 1 )... cot. a sin. c ■=■ cot. A sin. B + cos. c cos. B 

( 12 ) ... cot. b sin. a = cot. B sin. C cos. a cos. C 

( 1 3) ... cot. b sin..c rr; cot. B sin. A -f- cos. c cos. A 

(14) ... cot. c sîn. a = cot. C sin. B -f- cos. a cos. B 

(15) ... cot. csin. 6=seot. Csin. A-f- cos. b cos. A 

L’ensemble de ces équations comprend la solution de 
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toutes les questions de trigonométrie, sphérique , car elles 
donnent les quatre relations simples qui existent entre les 
six élémens du triangle sphérique. 

Le sjstème (A) donne la relation entre deux côtés et 
deux angles opposés à ces côtés. 

Le sjrstème (B)'don*e la relation entre les trois côtés et 
un angle. ». 

Le système (]C) , entre trois angles et un côté. 

Le système (D) , entre deux côtés et deux angles dont 
l’un est Q|jposé et l’autre adjacent au même côté donné. 

Lorsque le triangle sphérique est rectangle , un des an- ' 
gles , l’angle A , par exemple , est droit , et les premières 
équations des systèmes (A) , (B) , (C')et (D) deviennent 

à • * 

(i6) sin. a = R. 'l e 

6 În. B 

/ . cos. ô cos. c 

('71 cos- « = 

cot. B cot. C 

^ (ïo)...... oos. a z= __ 

- R 

(19) ....-.. cot. = jcot- 5 . cos. C 

K 

Lorsque l’angle C est droit , les premières équations des 
systèmes (C) et (D) donnent 

(20) ..... cos. A = _s''n- B cos. a ) 

^ , >- (F; 

(21) cot,,A= 

« 3 


Les six équations (E) et (F) donnent directement la so- 
lution de tous les cas des triangles sphériques rectangles , 
et comme elles sont sous une forme commode pour l’emploi 
des logarithme^ , on s’en sert communément dans la tri- 
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goDométric , en décomposant tous les triangles en trian- 
gles rectangles par l’abaissement d’une perpendiculaire de 
l’un des angles, sur le côté opposé. , 

• Il sera bon de montrer l’identité des principes qui ser- 
vent de base à la trigonométrie rectiligne et à la trigono- 
métrie sphérique. 

Soient {Fig. iqS) ADla tangente et ODla sécante de l’are 
AB ; soient A E là tangente et O E la sécante de l'arc AC. Si 
l’on désigne par a , i , c , les côtés BC,AB,ACdu trian- 
gle sphérique construit sur la surfac^d’une sphère dont 
Je centre est O, et par A, B, C les angles opjwsés à ces 
côtés , le triangle rectiligne ADE dont nous représente- 
rons le côté DE par x , donnera , en supposant Ô A = i , 
Æ* =tang.» A-f-tang.“c — atang. 5 x tang. cos. A; 
le triangle ODE donnera de même 

- 'V* =: séc.“5^ séc.“ c — 2 séc. b X séc. c X cos. n j 


soustrayant la seconde équation de la première^, et obser- 
vant que séc.“ b — tang.“ b =: i , on aura, réduction 
faite , 


, sin. b . s»n. c • , 

I ^ cos. A — 

cos. b . cos. c 


COS.-Û 


cos. b . cos. c 


et par conséquent 


cos. a ±= cos. b cos. e -j- sin. b sin. c cos. A \ 

cos. b = cos. a cos. c -j- sin. a sin. c cos. B y (x) 

cos. c = cos. a cos. b -f- sin. a sin. b cos. C I 

La combinaison de c«s trois équations donne la résolu- 
tion de tous les cas possibles déS triangles sphériques. 

Si de la première de ces trois équations , on tire la v^a- 
leur de cos A et qu’on l’introduise dans sin.* A = i — 
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cos.* A , on aura , après les réductions , ; 

sin. A = sin. a X 

t — cos.* fl— cos.* COS.»C-|- 2 COS. a cos. L cos. c 

sin. a sin. 6 sin. c 


que l’on désigne par M le facteur de sin. a lequel est 
symétrique au moyen des sinus et cosinus des côtés a, b, 
c ,et om pourra écrire 

sin. A = M sin. a ( i ) ; 

les deux dernières équations (aj donneront jjar un calcul 
sentblaLle , 

• ■ sin. B = M sin. &.... ( 2 ). 

sin. C = M sin. c (3). 

Ôn conclût de ces trois relations que .les sinus des angles 
d’un triangle sphérique, sont proportionnels aux sinus des 
côtés opposés , propriété trouvée plus haut par une autre 
voie. 

Des équations (a) , on tire 

cos. a — cos. b cos. c 

cos. A = : J—, 

Sin. b sin. c 

TV COS. h — Gos. a cos. c 

COS. B = T- — 

sio. a sin. c 

^ COS. c — cos. a cos. b 
cos. C = ^ ^ ; 

sm.,a sin b 

^ .jK 

Si entre la première et la troisième équations (a) , on 
élimine cos. c , on aura 

cos. A sin. c + cos. C sin. a cos. b = cos. a sin. b... (4); 

mais , d’après les équations ( i )|, ( 2 ) et (3), on a 

. . . sin. C 

sm. c ~ sin. a : • 

un. A 
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donc l’équation (4) devient 

cot. A sln. C -f- cos. C cos. b =. cot. a sin. h j ‘ 

d’ailleurs , d’apres les relations ( 1 ) et ( 2 ) , 

^ 7 sin. b sin. B 

cot. a sin. b = cos a — = cos. a . 

•in. a iin. A } 

et conséquemment la dernière équation se transforme 
dans celle-ci 

cos. A sin. C cos. a sin. B — sin. A cos. C cos. b... (5); 
on trouvera pareillement 

Cos. B sin. C = cos. b sin. A — sin. B cas. C cos. a... (6}> 
Eliminant cos. b entre (5) et (6) , on obtiendra 

cos. A = cos. a sin. B sin. C — cos. B cos. C 

♦ 

et de même 

„ cos. B = cos. b sin. A sin. C — coS. A cos. C 
cos. C = cos. c sin. A sin. B — cos. A cos. B 

qui sont les relations (C) trouvées plus haut , en y faisant 
le rayon R = i . 

Il est remarquable que le système (y) se déduit de (a), 
et réciproquement , en écrivant A , B , C au lieu de a, b, 
c, et vice versd, \es cosinus étant affectés du signe né- 
gatif. 

Voyez un Mémoire de M. Lagrange ( sixième numéro 
du Journal de V Ecole Polytechnique. ) 
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CHAPITRE XIX. 

De quelques propriélés des pyramides, des prismes 
et des paralléliplpèdes; des caractères d'égalité 
des prismes et des pyiamides. 

DÉFINITIONS ET NOTIONS. 

I. On appelle solide polj èdre , ou simplement potjedre 
tout solide terminé par des plans ou des faces planes , ces 
plans étant nécessairement terim'nés par des droites. 
On appelle en particulier tétraèdre, le Solide qui a quatre 
faces ; hexaèdre , celui qui en a six ; octaèdre , celui qui 
en a huit ; dodécaèdre, celui qui en a douze } icosaèdre , 
celui qui en a vingt. 

II. Le tétraèdre est le plus simple de tous des polyè- 
dres } car il faut au moins trois plans pour former un an- 
gle solide ; mais ces trois jdans comprennent un espace 
indéfini qui ne peut être limité que par un quatrième plan 
transversal. 

III. L’intersection commune de deux faces adjacentes 
d’un polyèdre , s’appelle côté Oa'aréte du polyèdre. 

IV. On appelle poljèdre régulier celui dont toutes les 
faces sont des polygones réguliers égaux , et dont tous les 
angles solides sont égaux entre eux : ces polyèdres sont au 
«ombre de cinq. 

V. Les faces des polyèdres peuvent être des triangles, 
des quadrilatères , des polygones , etc. Nous examinerons 
successivement les formes qui peuvent résulter de l’ar- 
rangement de toutes ces faces. 
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"VI. Soit {Fig. ig4' un triangle ABC situe dans le plan 
de la planche : si l’on mène par les côtés AC et BC et au- 
dessus du plan ABC, deux plans qui se coupent, et par AB 
un plan qui coupe ceux-là , on aura un tétraèdre qu’on 
nomme encore j^ramide triangulaire , et dont l’angle so- 
lide S est le point le plus élevé au dessus de la face ABC. 

Nous nommerons base ce triangle ABC sur lequel la py- 
ramide semble appuyée j sommet, le point S le plus éloi- 
gné de cette base; et hauteur , la distance du point S à la 
base. Prenons un quadrilatère ABCDpour base (Fig. igS); 
on peut faire passer par les côtés AB , BC , CD et AD des 
plans, et les disposer de manière qu’ils se coupent tous au 
dessusdu pl.in de la base. En fermant ainsi par un plan trans- 
versal , un angle solide S quintuple , sextuple , etc. , on aura 
une pyramide à cinq , six , etc., faces , non compris la base. 

VU. Si ( Fig. ig6) les plans que l’on fait passer par les 
côtés de la base ABC, étaient tellement disposés que leurs 
lignes d’intersection An , B ô , C c fussent parallèles , il n’y 
aurait plus de point de concours S , et pour fermer le po- 
lyèdre , il faudrait mener un cinquième plan abc qui cou- 
pât les trois plans illimités ; ce qui , au lieu de faces trian- 
gulaires , en donnerait de quadrilatères qui se changeraient 
en parallélogrammes , si le plan abc était parallèle à la base 
ABC {Fig. igy ). Il en serait de meme dans le cas où la 
base serait un polygone de plus de trois côtés. Ces sortes 
de polyèdres formés par des parallélogrammes et par des 
bases opposées parallèles, senommentpmme.s. On remar- 
quera que les bases supérieure et inférieure d’un prisme , 
sont des polygones égaux , comme formés de côtés égaux , 
parallèles et dirigés dans le même sens (XIV. théo- 
rème XVIII). Un prisme est triangulaire , quadrangu- 
laire , pentagonal, hexagonal , etc. , suivant que sa base , 
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est un triangle, un quadrilatère , un pentagone, un hexa- 
gone, etc. Dans la pyramide {Fig. 194, iqS) on nomme 
faces latérales les triangles qui aboutissent au sommet S ; 
dans le prisme ( Fig. 1 97 ) les faces latérales sont Ali ba, 
BC cb, ACfo.On peut encore concevoir un prisme [Fig. 1 97) 
comme engendré par une droite «A qui se meut en restant 
continuellement parallèle à sa première position , et de 
meme longueur , et dont l’extrémité^A décrit le triangle 
ABC, ou tout autre polygone ABCDE qui sert de base 
[Fig. 198). ^ 

YIII. Si on coupe une pyramide [Fig. 194) par un plan 
quieulèveson sommet ou qui retranche une pyramide Sabc-, 
le corps restant ABC abc est nommé tronc de pj'ramide. 
Si on coupe un prisme par un plan incliné à la base , le 
corp restant tel que ABC abc [Fig. 1 96), se nomme tronc 
de prisme. 

. IX. Le prisme qui a pour base un parallélogramme, 

( Fig. 199) a toiitossesface&latéralesparallélogrammiques ; 
il s’appelle parallélipip'tde ; les bases ABCD, abcd 
sont égales (déf. VII).. Le parallélipipède est droit, 
lorsqu’une arête A a est perpendiculaire au plan 
de la base Ac; il est rectangle et conséquemment droit , 
lorsque toutes sfs faces sont des rectangles; parmi les pa- 
rallélipipèdes rectangles, on distingue le cube ou hexaèdre 
régulier , compris sous six carrés égaux. 

X. Un prisme est droit , lorsqu’une arête est perpen- 
diculaire sur le plan de la base, et alors toutes les faces 
latérales sont perpendiculaires sur la bas^ 

XI. La diagonale à’un jwlyèdre , est la droite qui joint 
les sommets de deux angles solides non adjacens : telle est 
la ligne Ac(F;^. 199). 

Rtiinanjuc. Dans les pyramides , la face nommée base. 
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sera toujours clans le plan de la planche , et l’angle solide 
désigné pay S ou s , sera au-dessus de ce plan , c’est-à- 
dire , dans lîespace : en sorte que les faces latérales sont les 
triangles entre S ou s et deux sommets consécutifs des 
angles de la base, et les arêtes sont les droites situées dans 
l’espace, qui joignent S ou j avec les angles de la base. 
Dans les autres polyèdres , nous supposerons toujours une 
face dans le plan de la planche, laquelle sera nommée 
base, en sorte que toutes les arêtes, à l’exception des côtés 
de la I)asc , seront dans l’espace : les arêtes ponctuées sont 
• celles qui sont cachées par les faces antérieures du polyèdre. 
Il sera donc facile de se représenter toutes les parties cons- 
tituantes d’un polyèdre. 

THÉORÈBIE PREMIER. 

Si dans une pyramide Uiangulairc , la base ABC est nn triangis 
«(juilateral, et si les angles h la base dans les triangles SAB, SAC, 
SBC dont le sommet est S, sont égaux, i”. les trois arêtes S.A , 
SC, SB seront égalés; la hauteur de la pyramide passera par 
le centro-de la base. ( Fig. aoo ). 

1°. Les triangles SAB, SBC, SAC étant isocèles, 
les arêtes S A , SC , SB seront égales. 

2”. Si l’on joint le pied II de la hauteur S H , aux 
points A, B et C, les triangles rectangles S AH, 
SCH , SBH sont égaux , et donnent AH = BH = CH , 
en sorte que la perpendiculaire tombe au centre de la 
base ou du cercle circonscrit au triangle ABC. 

Corollaire. Les angles linéaires S A B , S AC , SCA, 
SCB, SBC, SBA étant égaux, les angles trièdres A, 
B et C sont égaux, et les facep AS B, ASC, BSC ^nt 
également inclinées sur la base ABC ( XVI. tliéor. III), 
et comme aussi les trois angles linéaires autour de S 
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soi'.t égaux , les angles entre les faces ASB,BSC,ASC 

sont (‘gaux. 

Remarque I. Nous nommerons pyramide droite celle 
qui remplit les conditions ci-dessus , et pyramide oblique , 
celle qui ne les remplit pas. 

Remarque II. Si du sommet S on abaisse sur les côteis 
AB, BC, AC des perpendiculaires SI, SK, SL, qu’on 
nomme apothèmes , et qu’on joigne le point H aux points 
I, K, L, les angles SIH, SKII, SLH mesureront les 
inclinaisons des faces lat(?rale$ sur la base ABC ( XIV. 
the'or. VI et XV, tliéor. I). ^ 

Remarque III. On peut e’tendre ce théorème à la py- 
ramide à base polygonale et régulière dont tous les 
angles à la base, dans les faces latérales, sont égaux. 

THÉORÈME II. 

« • 

Dans tout parallibpipède , les faces opposées sont ^ales et parallèles. 

(Fig. soi). 

Suivant la définition IX , les bases ABCD , EFGH sont 
des parallélogrammes égaux j il reste donc à prouver que 
la même chose a lieu pour deux faces latérales opposées ^ 
telles que AEHD , BFGC. Or AD est égale et parallèle 
à B C, A E est égale et parallèle à BF; donc l’angle DAE 
, est égal à l’angle CB F, et le plan DAE parallèle à CBF 
(XIV. théor. XVllI ); donc (III. théor. IX) le parallélo- 
gramme DA EH est égal au parallélogramme CBFG. Ob 
démontrera de meme que les autres faces parallélogram- 
niiques opposées sont égales et parallèles. 

^Corollaire. Puisque le paraHélipipède est un .solide 
compris sous six faces dont les opposées sont égales et 
parallèles , il s'ensuit qu’une lace quelconque et son 
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opposée peuvent être prises pour les bases du paralléli- 
pipede. 

Remarque. Etant données trois droites AB, AE, AD 
passant par un même point A , et faisant entre elles dos 
angles donnes , on peut , sur ces trois droites , construire 
un parallélipipède; il faut pour cela mener par l’extré- 
mité de chaque droite un plan parallèle au plan des deux 
autres, savoir, par le point B, un plan parallèle à DAE^ 
par le point D, un plan parallèle à BAE, et par le 
point E, un plan parallèle à B Les rencontres mu- 
tuelles de ces plans formeront le parallélipipède démanché. 

TBÉOBÂME lit. 

I*. Dans tont parallélipipède, les an^’les trièdres diagonalcment opposes 
sont symétriques l'ua de l'antre; a”, les diagonales menéqs par les 
sommets de ces angles , se coupent mutuellement en deux parties 
égales. {Fig. aoi). 

1 °. Comparons l’angle solide A à son opposé G : l’anglo 
EAB ég.al à EFB (III. théor.V), est aussi égalàlIGC: l’angle 
DAE=:DHE=CGF, et l’angle DAB=DCB=:HtrF ; 
donc les trois angles linéaires qui forment l’angle solide A, 
sont égaux, chacun à chacun , aux trois angles linéaires qui 
forment l’angle solide G ; mais si l’on prolonge les trois 
arêtes qui aboutissent gu sommet G , on foimera un 
angle Irièdre symétrique de G ( XVI. th. III , rem. III ), 
et avec lequel l’angle solide 4- co'incidera, puisque les 
trois angles linéaires autour de A et de l’opposé de G, 
seront égaux et disposés de la même manière ( XVI. théo- 
rème 111, rem. I }. 

2 °. Imaginons deux diagonales quelconques AG, CE 
menées par des sommets opposés A et G, C et E> 
puisque le côté AË est égal et parallèle ô CG, la figuru 
AEGC est un parallélogramme; donc les diagonales 
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AG, ce se couperont mutuellement en deüx parties 
égales (III. tliéor. V). Mais la figure ADGF est aussi un 
parallélogramme dans lequel^ les diagonales AG , f)F se 
coupent également : donc la diagonale DF passe par le 
point d’intersection O de AG et C E : donc les quatre dia- 
gonales AG, CE, DF, B H se coupent mutuellement en 
deux parties égales et dans un même point. 

Remarque. Dans le parallélipipède rectangle , les 
diagonales EG , FH , AC et BD seront égales, ainsi que 
AG, CE, DF et BH , dont l’intersection donne le point 
O qui se trouvant alors également distant des som- 
mets de tous les angles polyèdres, deviendra le centre 
d’une sphère passant par les sommets des huit angles Iriè^ 
dres du parallélipipède. 

THÉORÈME IV, 

Peux prismes sont eganx et peuvent être siiperposds, lorsqu’ils ont un 
angle dièdre compris ertre trois faces respectivement égalés et 
scftiblablement placées. ( Fig. ?oa ). 

Soient la face AH = A'H', la face AF = A'F, et 
la base AD = A'D'. Concevons le prisme A' R' trans- ^ 
porté dans le prisme AK , de manière que les bases 
AD , A'D' coïncident. Comme les trois angles linéaires en 
A sont respectivement égaux aux trois angles linéaires en 
A', et comme de plus ils sont semblablement disposés autour 
de A et A', ces angles trièdres seront égaux et coïnci- 
deront , et par conséquent le côté A'G' tombera sur 
son égal AG ; mais aussi G'H' tombera sur GH , et G'F' 
sur GF , ce qui résulte de ce que jwr le point G' qui est 
en G , on ne peut mener dans la face AH qu’une seule 
parallèle GH à AB , et dans la face A F qu’une seule pa- 
rallèle GF à A E : donc les bases supérieures d’ailleurs égales 
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entre elles, n’en feront qu’une. Or les sommets de tous les 
angles solides des deux prismes étant confondus , les deux 
prismes n’en feront qu’un. 

Remarque I. On peut dire que deux prismes sont 
égaux et jKuvent être superposés , 1®. lorsqu’ils ont un 
angle triedre égal compris entre trois faces respecti- 
vement égales; 2°. lorsque la base étant égale de part 
et d’autre , ils ont de plus trois arêtes contiguës égales , 
semblablement placées , et.- également inclinées entre 
elles. Car, 1®. l’angle trièdre A ne jieut être égal à 
l’angle trièdre A', de manière à ce qu’il y ait coïnci- 
dence , sans que les trois angles linéaires autour de A 
et de A' ne soient semblablement placés , ainsi que les 
faces égales qui les contiennent(XVI. tliéor. III, rem. IV): 
donc alors les trois faces autour de A sont égales aux trois 
faces autour de A', et de plus elles sont semblablement 
placées dans les deux 'prismes : on rentre donc dans le 
théorème auquel revient encore l’énoncé 2®. 

Remarque II. Les deux prismes peuvent être encore 
superposés, lorsqu’ils ont une base égale, et une face 
égale également inclinée sur cette base. Car la base 
A’D' peut être placée de manière à coïncider avec la 
base AD J de plus, les faces A'Ii' et AH étant égale- 
ment inclinées, et dans le même sens, sur A'D' et AD, 
et de plus égales , ces faces se couvriront , ainsi G tom- 
bera en G, et H' en II : mais comme, par la droite 
GH, on ne peut^mener qu’un seul plan parallèle à AD, 
la base G'K' sera dans le plan de GK, et coïncidera 
avec la base GK , en observant que , d’après la définition , 
les deux bases supérieur^et inférieure d’un prisme , sont 
des polygones égaux. 

Remarque III, Si • les prismes sont droi^ il sulfira 
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jioiir l’cgalitc, qu’ils aient des bases et des hauteurs e'gales : 
car ayant le côté A’E' = AE , A^B' = AB , et la hauteur 
A'C/= AG , les doux roclangles AF et A'F', AH et A'Il' 
soiitr'gaaxj ainsi les trois faces qui forment les angles solides 
A et A', sont égales. 

THÉOKÈME V. 

« 

Deux pyramide* SA lîCD.S'A'D'C'D' «ont égalé», «i elles ont im 
angle iriétlre A et A' compris entre trois face» «gales cliaciine 
à chacune , et semblahlcmeiit disposées. (l'ig. no 3 ). 

Il résulte des conditions énoncées , que les angles 
triedres en^A et A' sont égaux do manière à coïncider : 
ainsi, après avoir posé les deux bases l’une sur l’autre, 
l’arête A' S' prendra la direction AS , et comme d’ail- 
leurs la première arête est égale à la seconde , le sommet 
S' tombera en S : les deux pyramides ayant les mêmes 
soimnetÿ, n’en feront qu’une. 

Remarque. Il est clair que cet énoncé revient à ceux- 
ci : deux j^ramides sont égales, i®. lorsqu’ aj-ant des 
bases égales , elles ont une arête égale, également inclinée 
à l'égard des deux côtés contigus de la base; 2 “. lors- 
qu’ ai’ec des bases égales , elles ont une face égale et éga- 
lement inclinée sur ces bases, 

THÉOKÈME Vt. 

Dans tout prisme, les sections faites par des plans parallèles anx 
bases. Sont des polygones e'ganx aux bases et conséquemment 
<ÿaux entre eux. ( Fig. 304 }• 

Car les cêtés NO et AB, OP et BC, PQ et CD, etc. , 
sont égaux comme parallèles entre parallèles cpii sont les 
arêtes du prisme ; d’une autre part, les angles NOP et ABC, 
OPQ et BCD , etc. , sont égatft , conune formés par des 
jtarallèles dirigées dans les mêmes sens : donc les deux 
polygones ^OPQR et ABCDE sont égaux. 

• 
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THiiORÈME VII. 
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Si une pyramide est coupée par un plan paQillile h sa bsK, i*. les 
côtés SA , SB, SC, etc. et la hauteur SO , seront dtvjsés propor- 
tionnellement eaa, b, c, etc. et o ; a**, la section abçd sera an 
polygone semblable it la base ABCD. ( fig. ao5 ). . 

1 °. Les plans ABCD, abcd étant parallèles, leurs 
intersections AB, oA, par un troisième plan SAB, seront 
parallèles 5 donc les triangles SAB, Sab sont semblables : 
il en sera de même des triangles SBC et S Ac ^ des triangles 
SCD et S cri , etc. , et on aura la suite de rapports égaux : 

S A : Sa =SB : = SC ] sc= SD : Sri 

Donc tous les côtés SA, SB, SC, etc., sont coupés pro- 
portionnellement en a, ô, c, etc. La hauteur S O qui est 
une perpendiculaire sur le plan ABCD , rencontrant le 
plan parallèle oôcri en o, le plan SOA coupera le plan 
abcd suivant oa parallèle à OA, d*où résulte la pro- 
portion 

SA : Sa = SO ; So. 

2 °. Puisque ab est parallèle à AB, ôc à BC, cri à 
CD, etc. , l’angle aôc = ABC, bed = BCD, etc. : 
d’ailleurs . 

AB; a5 = SB: &5= BC ; Bc=SC : Sc= CD : cd, etc. 

« 

Ainsi les polygones aôcri, ABCD ayant les angles égaux 
chacun à chacun , ejt les côtés autour de ces angles pro- 
portionnels , sont semblables. 

Corollaire. Soient SABCD, SXYZ 2o5) deux 

pyramides dont le sommet S est commun, et dont les bases 
?• 

sont sur un même plan, de sorte qu’elles ont même hauteur: 
si on les coupe par un même pUn parallèle au plan des 
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bases, et que abcd soit la section» faite dans une pyra- 
mide , scjrz la section faite dans l’autre , chacune de ce» 
sections sera semblable à la base •, ainsi les deux polygones 
ÂfiCD, abcd étant semblables, leurs surfaces seront entre 
elles comme les carrés des côtés homologues AB, ab 
, (VII. théor. XVII); mais à cause de 

AB ! ab = SA : Sa, 

on aura 

ABCD : abcd = SÂ* : 
par la même raison 

, XYZ ; ryz = SX® : 

et comme abcde^ xyz sont dans un même plan , le» 
triangles SAX, S ax sont semblables, et conséquemment 

SA : Sa = SX : Sx; 

donc 

ABCD ; abcd = XYZ : xyz. 

Si les bases ABCD , XYZ sont équivalentes , les sections 
abcd, xyz le seront pareillement. 

THÉORÈME Vm. 

L’aire d’un prisme, non compris ses deux bases, est le produit d'une 
arête par le pc-rimilre d’une section qui lui est perpendiculaire. 
{Pig- aô6). 

L’aire d’un- prisme est la somme des aires des paral- 
lélogrammes qui le composent : en coupant le prisme 
AH par un plan abc , etc. , perpendiculaire à l’arête AF , 
ce plan sera perpendiculaire à toutes les arêtes ; donc réci- 
proquement des côtés de la section abc, etc., seront les 
hauteurs des parallélogrammes AG, BH , CI,,etc. , et l’aire 
= AP {ah bc-\- cd^ de ^ 
Corollaire. Si le prisme est droit, l’aire, distraction 


* 
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faite des bases , est le produit du contour de la base par 
une arête. 

Remarque. Il sera facile de trouver la surface d’une 
pyramide droite ou oblique , y compris sa base. 

CHAPITRE XX. 

Des polyèdres semblables. 

DÉFINITIONS. 

Deux polyèdres sont semblables, lorsque tous les angle| 
polyèdres sont égaux chacun à chacun , et que les faces 
homologues ou semblablement placées sont semblables. 

TBÉORÈHE PREMIEB. 

Deux pyramidrs triangulaires sont semUaUcs , lorsqu’elles ont lenrt 
angles polyèdres respectivement égaux. ( 307 ). 

Soient les deux pyramides triangulaires S ABC, sabc, 
tels qu’on ait angle S = s , angle A = a, angle B = b, 
angle C = c : il s’agit de voir si de ces égalités, on peut 
déduire la similitude des faces , puisque la similitude exige 
ces deux conditions. 

Concevons la pyramide sabc placée dans la pyramide 
SABC de manière que l’angle polyèdre s se confonde 
avec S , ce qpi est possible , et supposons que les points 
(U, b, c tombent en A', B', C’ : on aura ainsi une pyra- 
mide S A'B’C’ égale à la pyramide sabc (XIX. th. V ) : en 
sorte qu’il suffit de prouver que la pyramide S A'B'C'est sem- 
blable à lapyramide SABC. Par construction, l’angleA'=a , 
l’angle h' z= b, et l’angle C' =r c j donc les angles li- 
néaires en A , B , C sont respectivement égaux aux angles 
linéaires en A', B', C' -, d’où l’on conclut que les faces S AB 
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et S AV ou saB, SBC etSB'C' ou sBc, SAC et S A'C^ ou soc, 
ABC et A'B^C ou abc sont semblables; cous^uemment les 
pyramides S ABC, saBc ont les angles trièdres égaux et 
les faces homologues semblables. * 

Remarque. Ainsi , dans ces deux pyramides , l’égalité 
* des angles solides emporte la similitude des faces; ainsi 
qu’on a vu à l’égard de deux triangles , que l’égalité des 
angles emportait la proportionnalité des côtés ( Yll. th. IV , 
et coroll. ; 

THÉOBÉHE II. 

Ceux pyraniHlet ttiangolaires sont femblaUe*, lorsqn’elles sont corn- 
pOMSe» de faces aembUblcs, et semblablement disposas. {Fig. ). 

« 

Dans Ce cas, les angles linéaires qui composent les 
angles trièdres , étant respectivement égaux , et disposés 
de la même manière , les angles trièdres sont égaux , et 
les pyramides sont semblables ( théor. I ). 

Remarque I. La similitude des faces , y compris les 
!)cses , aura lieu , si les angles linéaires autour de s , par 
exemple , étant respectivement égaux aux angles linéai- 
res autour de S , et semblablement placés de part et 
d’autre , les côtés qui les forment , sont proportionnels. 
Ainsi deux pj-ramides triangulaires sont encore sembla- 
bles, lorsque les angles linéaires autour de deux angles 
trièdres , sont égaux et semblablement disposés, et que les 
arêtes qui aboutissent à ces angles, sont proportionnelles. 

Remarque II. Deux lyj'ramides sont encore sem- 
blables , lorsque les angles trièdres de la base , en meme 
nombre , sont égaux chacun à chacun : car les angles li- 
néaires autour des angles trièdres A et a, 6 et £, C et c, 
étant égaux , les angles linéaires autour de S et i seront 
égaux et semblablement disposés , en sorte que tous les 
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angles trièdrcs seront égaux dans les pyramides qüi seront 
semblables ( théor. I ). * 

THÉORÈME III. 

1 *. Denz pyramides polygonales semblables, penvent tonjoiirs se 
décomposer en nn même nombre de pyramides triangulaires sem 
blablcs et disposées dans le même ordre j et 2 °. récipro^ne 
ment, deuz pyramides composées d’un même nombre de pyramides 
triangulaires semblables arrangées de la même manière dans cha- 
cune, sont semblables. {Fig. 3o8). 

I®. Soient S ABC DE, sahede deux pyramides pen- 
tagonales semblables , et dont’ les bases ont conséquem- 
ment le même nombre de côtés : si paT les sommets A 
et a de deux angles égaux dans les deux bases , on 
mène des diagonales AC, AD, oc, ad, et que par 
les sommets S et s , et par Ces diagonales on fasse pas- ^ 
'ser des plans , on décomposera chaque pyramide en 
autant de pyramides triangulaires qu’il y a de^rian- 
gles dans la base } or il résulte de la similitude des 
deux pyramides totales , que l’aftgle trièdre B =: 
et que SB ; sS = BA : Ba = BC : Bc j d’où l’oii 
conclura ( théor. II , rem. I ) la similitude des py- 
ramides triangulaires SABC , saBc, ainsi que l’égalité 
des portions des angles triëdres en S et s , comprises 
“dans ces dèux pyramides j mais puisque l’angle trièdre 
total C = c , et que l’angle trièdre C entre les trois 
'faces SCA, SCB, BCA est égal à son correspondant 
, entre les trois faces sca,scB, Bca, on aura en- 
core l’angle trièdre C entre les trois faces SCD, 
SCA, ACD égal à l’angle trièdre c correspondant j de 
plus on a la suite de rapports égaux SC ; sc = 

■ CA : ca = CD ; ct/j par conséquent la pyramide par- 
tielle SACD est semblable à la pyramide sacd ( théor. II, 
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rem. I ). En continuant de la même manière , on prou- 
verait la similitude des autres pyramides partielles. C’est 
ainsi qu’à l’égard de deux polygones semblables , on a 
démontré qu’ils étaient décomposables en un même nom- 
bre de triangles semblables et semblablement arrangés 
(VII. th. XVI). 

2°. Il s’agit de prouver que les angles polyèdres sont 
respectivement égaux, et que les faces homologues sont 
proportionnelles. Or l’égalité des angles polyèdres est 
évidente , puisque ces angles sont composés des angles 
trièdres égaux des pyramides triangulaires. Quant à la 
similitude des faces , elle est aussi évidente , puisque 
des angles trièdres égaux ont leurs angles linéaires égaux , 
d’où résulte la similitude des faces. 

Remarque\. Lorsque l’on coupe une pyramide SA BCDE 
par un plan àhcdé parallèle à sa base [ Fig. 208 (a) ] , 
'on en détache une pyramide dont tous les angles 
trièdfes sont égaux , parce qu’ils son^ formés d’angles li- 
néaires égaux, et dont les faces sont semblables à celles 
de la première pyramide : oti en conclura donc que 
deux ■pffTamides polygonales sont semblables , lors- 
qu’elles ont V angle ix>lyèdre du sommet, égal de part 
et d’autre , et les faces autour de cet angle , sem- 
blables, ou les arêtes qui aboutissent à cet angle , pro- 
portionnelles. 

Remarque II. On déduira bien facilement de ce qui 
précède que deux jryramides polygonales sont encore sem- 
blables , lorsque leurs angles polyèdres , en même nombre, 
sont respectivement égaux ; lorsqu elles ont lemêmenombre 
de faces semblables et semblablement disposées, ou enfin, 
lorsque les angles trièdres des bases , en même nombre , 
dans les deux pyramides , sonl respectivement égaux. 
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THÉOKÈME IV. 

t 

i". Denx prismes triangnlaircs semblables sont compose's d’un mdmv 
nombre de pyramides semblables, et semblablement disposes j a°. ré- 
ciproquement deux prises composes d'un même nombre de pyra- 
mides semblables, et semblablement dispose'cs , sont semblables. 
{Fig. aog). 

1°. Si nous menons un plan par les points D , A , G , et 
un autre par les points D , , E , nous décomposerons le 

prisme AE en trois pyramides triangulaires DABC, 
DAFE, DAGE, la lettre du sommet étant toujours la 
première : et en opérant de la même manière sur le 
prisme a c , nous le décomposerons en trois pyramides 
aussi triangulaires dabc, dqfe, dace; il s’agit donc 
de démontrer la similitude de ces pyramides. Gonsidé- 
rons les pyramides homologues DAB G , dabc: les faces 
DAB et dab , DBG et dbc, ABG et abc , étant sem- 
blables , d’après la similitude des prismes , il reste à de- 
^montrer la similitude desfacesDAG, dac : or lès trian- 
gles ABG et abc, ABD elabd, BDG et bdc étant 
semblables, on a AG : ac ■=. AB : ab =. AD : ad \ 
AG : ac = BG : bc = DG : de : donc AG : ac = 
AD : ad =J^C ; de : donc les pyramides partielles 
DABG et dabc sont semblables. On démontrerait de 
même la similitude des pyramides D AEF , daej", et celle 
des pyramides DAGE, dace. 

2°. On a d’abord l’angle trièdre 'R— b, d’où on con- 
clut ABD = abd , DBG = dbc , ABG r= abc', et de 
plus, d’après la similitude des deux pyramides DABG , 
dabc, on a 

AB ; = BG : 5 c = AG : ac = BD : = 

AD:ad=GD:ctf (i): 
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la similitude des pyramides D AFE, dafe, donne 

DA : DF : <//=DE : de = FE ;/e = 

AE : ae = AF : af (2) 

et de la similitude des pyramide^DACE , dace , on 
déduit 

DA : da = DE : de = AE : ae = EC ; ec = 
DCidc — KCiac ( 3 ) 

Or les deux triangles ABD et abd ayant un angle 
A bd = abd entre deux côtés proportionnels (i^, et les 
deux triangles ADF et at// ayant leurs trois côtés pro- 
portionnels (2), la face ABDF est semblable à la face 
abdf. (VII. tbeor. XVI , 2°) : on conclurait de la même 
manière la similitude des faces bccd } d’ailleurs 

les triangles ABC , abc ont aussi un angle égal ABC = 
abc entre côtés proportionnels ( i ) , et il en est de même 
des triangles FDE,/rfe, parce que les deux bases d’un 
prisme sont égales : ainsi les deux prismes ont toutes leurs 
faces homologues semblables et semblablement disposées, 
d’ou résulte l’égalité des angles linéaires qui forment les 
angles trièdres , et conséquemment cel*e de ces angles. 
Ces deux prismes ayant les angles trièdres égaux , et les 
faces homologues proportionnelles , sont semblables 

(déf. I). 
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TBÉOBÈME V. 


237 


1®. Dcdï prismes quelconques semU.ibles sont composes d’an même 
nombre de pyramides semblables cl semblablement disposées ; 
a", réciproquement, deux prismes composes d’un même nombre de 
pyramides semblables, et semblablement disposées, sont sem- 
blables. ( Ftg. 310). 

1°. Soient les prismes semblables ABCDEFGHIR, 
■ahcd.efgh.ik ; si on mène les diagonales BE , BD, H G, 
HK; be , bd, hg , hk , les plans BEGH , BDKH; 
begh, bdkh diviseront ces deux prismes en autantde prismes 
triangulaires homologues qu’il y a de côtés moins deux 
dans chaque base. 

D’abord les prismes ABEFHG, ahefhg, ainsi que 
les prismes BCDHTR , bedhik étant comjw.stîs chacun 
de deux faces latérales homologues des deux prismes 
donnés , et leurs bases étant des triangles homologues 
des bases des mêmes prismes , seront semblables , si les 
troisièmes faces BEGH et begh , BDKH et bdkh sont 
/ semblables , parce qu’alors les faces semblables , étant dis- 
posées de la même manière , les angles trièdres devien- 
dront égaux. Menons les diagonales BG et bg : comme les 
triangles BEA et bea, ainsi que les faces AG, ag sont 
semblables, on a une suite de rapports égaux, qui com- 
prend la proportion BE: be = EG: cg; si l’on 
transporte le second prisme sur le premier , de ma- 
nière que le point e tombe en E , que le côté ea 
tombe suivant E A et erf suivant ED , ce qui est possible , 
puisque les angles trièdres E et e sont égaux , l’arête eg 
tombera sur EG, et comme les triangles AEB, aeb sont 
semblables, la diagonale eb suivra la direction EB j d’où 
l’on conclut l’égalité des angles beg , BEG, et par con- 
séquent la similitude des faces beg, BEG; ainsi que 
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celle des faces Begh , BEGH. On prouverait de la même 

manière la similitude des faces BD R II , bdkh. 

Ainsi les prismes triangulaires homologues ABEFHG 
et abefhg ; BCDIIKI et bcdhki sont semblables cha- 
cun à chacun -, et comme les prismes reslans EBDGHR , 
ebdghk sont aussi composes de faces homologues sembla- 
bles , et semblablement disposées, ils sont aussi'sembla- 
bles. Mais deux prismes triangulaires semblables étant dé- 
composables en trois pyramides triangulaires semblables 
chacune à chacune , on est ramené à l’énoncé i 

Remarque. Après avoir établi la similitude des prismes 
triangulaires AG et ag, on les retranche des prismes 
entiers , et les prismes rcstans sont encore semblables ; 
d’après cette considération , on prouve de proche en 
proche la similitude des prismes triangulaires. 

2°. Cette réciproque se démontrerait comme la précé- 
dente. 

THÉORÈME VI. 

1 °. Si deux polyèdres sont composés d’un même nombre de pyra- 
mides semblables, et arrangés de la même manière , ils sont sem- 
blables. 3°. Deux polyèdres semblables sont composes d'un même 
nombre de pyramides semblables et semblablement disposées. 
{Fig. ■iw). 

1°. Les faces des deux polyèdres sont semblables, 
comme étant d^s bases et des faces des pyramides sem- 
blables constituantes ; en outre les angles polyèdres sont 
égaux , comme étant formés des angles trièdres égaux des 
mêmes pyramides. 

2°. D’abord les faces homologues des polyèdres , étant 
semblables , seront décomposables en un même nombre 
de triangles semblables et semblablement disposés : joi- 
gnant deux sommets polyèdres égaux dans les deux po_ 
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lyèdres, aux sommets de tous les autres angles par des 
droites , on aura décomposé les deux corps en pyramides 
triangulaires dont les bases seront les triangles semblables 
dans lesquels on a décomposé les faces des polyèdres : 
or ces pyramides- seraient semblables, si les distances de 
chacun de deux angles solides homologues égaux à tous 
les autres , étaient proportionnelles. C’est donc ce qu’il 
s'agit de démontrer. • 

Soient IIA, HB, HC , ha, hb, hc les distances de 
deux angles solides égaux H et A aux trois sommets les 
plus voisins dans les deux polyèdres A K , a A ('•'): en me- 
nant un plan par les diagonales HA et H C , et un autre 
plan par les diagonales ha et hc , on détachera les py- 
ramides H ABC , habc qü'ayant l’angle trièdre B = 6, 
et de plus les trois arêtes contiguës HA, AB, BC pro- 
portionnelles aux trois arêtes homologues Ka, ah , bcy 
seront semblables ( thèor. III. Rem. I ) , et donneront la 
suite de rapports égaux 

HA : ha = HC : hc = AC : ac = AB : ab‘, 

mais les polyèdres qu’on obtient après la suppression de ces 
deux pyramides , sont encore semblables -, car les faces 
triangulaires AHC et ahc , H AG et hag , HCI et hci 
sont semblables , et les autres sont celles des polyèdres pri- 
mitifs; d’ailleurs les angles solides restansen A , C et H sont 
égaux aux angles solides reslans en a, c et h. Si main- 
tenant on fait passer par les points HAD , had deux 
plans, on aura les pyramides H A CD, hacd, dont les 
angles trièdres en C et c entre les faces HCA, HCD, A.CD, ' 
hca , hcdet acd sont égaux et formés par trois arêtes 
CA, CII, CD, ca, ch, cd proportionnelles, en sorte 


(’’} nous u’aron* rcprcseotc que l’un des deux polyèdres. 
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quo les droites HD et hd seront dans le rapport des autre* 
arêtes homologues des deux polvèdres. De cette manière , 
on aura toujours deux pyramides triangulaires ayant un 
angle triedre égal entre trois arêtes proportionnelles, les- 
quelles sont semblables ( théor. II , rem. I ). En décompo- 
sant les faces CL et c/, DK et dk , EG et eg, etc., en 
triangles qui servent de bases k autant de pyramides ayant 
II et h pour sonamets , on prouvera de même la simili- 
tude de ces pyramides. 


« 


CHAPITRE XXL 

Des volumes et des rapptirts entre les volumes. 

DÉFINITIONS. 

Lf. volume d’un polyèdre , est cette portion de l’espace, 
comprise entre les faces du polyèdre , ou limitée par l’en- 
veloppe du polyèdre. 

THÉORÈME PREMIER. 

Le volnmc d’an parallelipipède rectangle, est égal au prodnit de» 
trois ariltcs conligné's h qn même angle solide. ( Fig. lia ). 

Nous prendrons pour unité de volume des corps , celui 
d’un cube , et parmi les cubes nous choisirons celui qui 
a pour côté l’unité linéaire, et dans lequel on retrouve 
l’imité superficielle , l’unité d’angle linéaire et l’unité 
d’angle solide. 

Si l’on mesure les deux arêtes AB et AD avec le 
côté du cube , et qu’on obtienne pour quotient p et q , 
le produit pq indiquera le nombre de fois que la base 
du cube , qui est l’imité de surface , est contenue dans 
celle du parallélipipède proposé P , et conséquemment 
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aussi le nombre de fois que le volume du cube est con- 
tenu dans un paralle'lipipède rectangle P' ayant AB CD 
pour base , et pour hauteur l’unité linéaire : mesurant 
ensuite l’arête AE avec la même unité liimaire , le quo- 
tient r indiquera le nombre de fois que’le volume de P' 

*est contenu dans le volume de P j donc on aura 

P= rP'= l’^X rpq, 

i” indiquant l’unité de volume, et r, p, q étant des 
nombres abstraits. C’est ce qu’on exprime abréviative- 
ment en cette manière 

P = AB X AD X AE. ' 

Remarque. Cette proposition sera encore vraie dans 
le cas ou les arêtes du parallélipipède P , seraient incom- 
mensurables entre elles j car supposons que l’unité li- 
néaire mesurant exactement AD et AE ne mesure 
cxactemeilt que la portion AI de A B , en sorte que le 
reste IB soit moindre que cette unité. En désignant par • ^ 

P le volume défini par les arêtes AB, AD et AE, et 
par P' le volume défini par les arêtes AI, AD et AE, 
par S l’excès de P sur P' et par 7 la différence IB qui 
peut être rendue aussi petite qu’on voudra et qui varie 
avec l’unité linéaire , on aura les deux égalités 

P P' + J 

F = AI+ADxAE = ABxADxAE — 
vX AD X AE , 

après avoir remplacé dans la dernière AI par AB — y; 
donc en écrivant P — S' pour P' dans la seconde éga- 
lité, et ajoutant J' de part et d’autre, ou obtient 

« Il 

P = AB X AD X AE — 7 X ad X AE + # 
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Pt conséquemment le volume P, quoique défini par les 
trois arêtes AB , AD , AE , serait quelconque , puisqu’il 
varierait par y et 3 , ce qui est absurde ; on doit donc 
le représenter par AB X AD X ae. 

Corollaire. Désignons pq ou plutôt i‘ X pq par B, 
et r par H , et on aura * 

P = B X H, 

B étant la base et H la hauteur du parallélipipëde : en- 
sorte que la surface d'un parallélipidède , est égale au 
produit de sa base par sa hauteur : donc si deux parat- 
lélipipedes rectangles P et p, ont des bases égales ou * 
équivalentes , les volumes seront dans le rapjMrl des 
hauteurs , et s’ils ont des hauteurs égales , les volumes 
seront dans le rapport des bases. 

TH£OR£HE II. 

Deux paralldipipèdcs qui ont des bases et des bauteurs égalés, sont 
equivalens, ou égaux en volume. 

Soient ( Fig. 2 1 3 et 2 1 4 ) les deux parallélipipèdes AH , 
Air, le premier rectangle et le second oblique, ayant mê- 
me base A B C D et leurs bases supérieures E F G H , 

E F G'H' situées sur un plan parallèle à la base infé- 
rieure : il peut arriver que leurs faces latérales ABGF , 
ABG F soient ou non dans un même plan. 

Dans le premier cas ( Fig. 1 1 3 ), les côtés FG' et EH’ 
seront sur les prolongemens des côtés FG et EH : je dis que 
le prisme triangulaire AFFDEE’ est égal au prisme tri- 
angulaire B G G' CH H' : en effet , puis(|ue AF est paral- 
lèle à BG, etFEàGII, l’angle AFF' = BGG', EFF 
= HGG', EFA = HGB : de ces six angles les trois 
premiers forment l’angle solide F , les trois autres for-^ 
ment l’angle solide G j donc puisque les angles linéaires’ 
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«ont égaux chacun à chacun et seniblahlement disposés , 
il s’ensuit que les angles solides F et G sont égaux. 
Maintenant si on pose le prisme AFE' (*) sur le prisme 
BGH', et d’ahord la base A FF' sur la base 13 G G', ces 
deux bases étant égales , coïncideront , et puisque l’an- 
gle solide F est égale à l’angle_ solide G, le côté FE tom- 
bera sur son égal GH , et les deux prismes coïncideront 
dans toute leur étendue^ mais si du solide AH', on re- 
tranche le prisme AFE', il restera le parallélipipède 
AF'H J et si du même solide AH' on retranche le pris- 
me BGH', il restera le parallélipipède AFH : donc les 
deux prallélipipëdcs AF'H', AFH sont équivalens en- 
tre eux , puisqu’ils ont l’angle solide F égal à l’angle solide 
G compris entre les are tes contiguës FA G B, FF' — GG' 

FE—GH (XIX. theor. IV). Ainsi tout autre paralléli- 
pipède oblique ayant AC pour base , et dont la base su- 
périeure serait comprise entre les parallèles H'E, G'Fj 
serait équivalent au parallélipipède oblique AH', 

En second lieu ( Fig. 214) , les faces ABGF, ABG'F' 
ne sont plus dans le même plan. Prolongeons EF et H G 
jusqu’aleurrencontreavec li'E'etG'F': onformera leparal- 
lelogramme E T"G"H"base supérieure d’un parallélipipède 
dontlabase inferieure est ABCD,lequel,d’aprèsle théorème * 
précédent , sera équivalent à chacun des parallélipipèdes 
AH, AH, d’où l’on conclura l’équivalence de' ees derniers. 

Corollaire I. Donc le volume d’un parallélipipède 
quelconque , estegalau produit de sa base par sa hauteur. 


(*) Les faces du prisme AFF'sont les parallelograiumcs AF'E'D et 
A FED <jui se coupent suivant AD , le paralielogramme FF'E'E, et 
les triangles AF 'F, DE'E dont les plans sont parallèles. On concevra 
aisément le prisme BGH'. 
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• tHÉORÈME III. 

Un paralldipipcdc droit est dccomposable en denx prismes equiralcns 
par un plan diagonal, f Fig. 21 5). 

Faisons passer un plan par les deux diagonales AC, 
EG : ce plan décomposera le parallélipipède AG dans les 
deux prismes droits ADCEHG = P, ABCEFG = P', 
et je dis qu’on aura P — P' = o : car supposons que 

P — P'= 

si l’on fait passer un second plan diagonal DBFH, 
il décomposera le prisme P en deux autrfes AODEO'H 
r= P , DOCHO G r= p\ et le prisme P^ en deux au- 
tres AOBEO F ÿ, BOCFO’G rr:: q et on aur^ 

P — P' = p+/ — ÿ — ÿ=«^: 

or les deux prismes p et q sont superposables , car l’arête 
OO' commune aux deux prismes p et y, étant perpen- 
diculaire à la base AC , si l’on fait tourner le prisme 
q autour de OO' jusqu’à ce que O B vienne en OD, et 
conséquemment OC en OA, et si l’on observe que 
— OD , OC = OA , et que les arêtes en A, B, 
C et D sont égales et perpendiculaires au plan de la 
base , on conclura l’égalité des prismes p et q' •. on dé- 
montrera de même celle des prismes p' eX q, on aura 
donc d' = b , et conséquemment P = P'. 

THÉORÈME IV. 

Deux prismes triangulaires de même base et de même hauteur, sont 
cquivalens. { Fig. a 16 ). 

Soit ABCDEFGH un parallélipipède oblique : par 
les extrémités A et E d’une arête , on mènera deux plans 
perpendiculaires à AE , et on formera ainsi le parallé- 
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lîpîpède droit AMNOEIKL, dont les bases AN et EK. 
seront au-dessous des bases AC, EG, et le plan dia- 
gonal DBIIF divisera cliaeun des deux parallélipipèdes 
en deux prismes : or on sait déjà ( théor. III ) que ceux 
dans lesquels est décomposé le parallélipipède droit, 
sont équivalons , et qu’ainsi chacun d’eux est moitié de ce 
parallélipipède AK } mais les parallélipipèdes AK et AG 
sont équivalons, comme ayant des bases équivalentes AOLE, 

ADUE, et même hauteur, puisque les bases opposées 
MNKI, BCGF sont dans un plan parallèle à AOIIE. 

Cela posé, les pyramides quadrangulaires A 31 B DO, 

EIFHL, comprises la première entre les quatre face» 

AOM, AOD, ADB, MODB, et la seconde entre les 
quatre faces ELI, ELU, EHF, ILIIF, sont égales 
ou superposables , ce qu’on voit aisément en faisant 
coïncider, la base AOM avec la base ELI, ce qui est 
possible, et observant que OD = LH, MB = IF, 
et que ces arêtes sont pcrjiendiculaires aux plans AN, 

* EK : si on les retranche l’une et l’autre ducorpsAMOEFH, • . 

les restes seront les deux prismes triangulaires ABDEFH , 

AMOEIL : ces deux prismes sont donc équivalons j or 
le second étant la moitié du parallélipipède droit AK, 
le premier sera la moitié du parallélipipède oblique AG. 

Corollaire I. Un parallélipipède oblique est donc aussi 
déconiposablc en deux prismes équivalens par un plan 
diagonal. 

Cowllaire II. Tout prisme triangulaire étant la moi- ' 
tié d’un parallélipipède de même hauteur et de base • ■* 

double , son volume est égal au produit de sa base mul- 
tipliée par sa hauteur. 

Corollaire III. Un prisme quelconque peut être partagé 
en autant de prismes triangulaires de même hauteur 
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qu’on peut former de triangles dans le polygone qui lui 
sert de base; mais chacun des prismes ayant même hau- 
teur, il s’en suit que la somme des volumes des prismes 
partiels , ou que le volume tfun prisme polygonal , est 
le produit de la hauteur corrmiune par ta somme des 
bases , c’est - à - dire , le produit de la hauteur par la 
base. Donc encore rfeux prismes de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases , et deux prismes de mê- 
me base sont comme les hauteurs. 

THÉORÈME V. 

Le Tolume d’one pyramide triangolaire , est le tiers du produit de sa 
base par sa hauteur. (Fig. 1 17 ). 

Faisons passer par le milieu O de l’une des arêtes SA 
un plan DEF parallèle à la base ABC : cette section 
détachera de la pyramide totale une pyramide tri- 
angulaire SDEF , composée d’angles trièdres égaux à 
ceux de la pyramide SABC, et de faces ^mblables. Si 
par le point E milieu de l’arête SB , nous conduisons un * 
autre plan EG H parallèle à la face S AC , nous détache- 
rons une nouvelle pyramide EGBH, égale à la première- 
SDEF (XIX. théor. V); et il ne restera plus qu’un 
tronc de pyramide , ayant pour bases parallèles le trian- 
gle DEF et le trapèze AGHC. Or si l’on observe que 
les points E, F, G, H sont les milieux des arêtes SB, 
SC, AB, BC, et que l’on joigne le point G au point I, 
milieu de AC, la figure EGIF sera un parallélogramme, 
et le tronc de pyramide sera décomposé dans les deux 
prismes AGI DEF, CIFHGE dont nous déterminerons 
les volumes. 

Du sommet S abaissons la perpendiculaire S O sur 
la base ABC : le premier de ces prismes a pour base 
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AGI , et pour hauteur RO j mais le triangle AGI étant 
semblable au triangle ABC , on aura la proportion 

AGI : ABC=Â5* : ÂB* = I : 4 


et par conséquent AGI = ABC j de sorte que le pris- 
me AGIDEF = RO X ^ ABC. 

Quant au second prisme CIFHGE (■'“) , on peut le con- 
sidérer comme la moitié d’un parallélipipëde GL qui au- 
rait pour base le parallélogramme CI GH, et ^hauteur 
RO du premier prisme : or le parallélogrami^F CIGH 
= \ AB C : donc le prisme CIFHGE = RO X \ ABC 

Ainsi la somme des deux prismes, sera exprimée par 
KO X i ABC = SO X 7 ABC, en observant que 
KO = i SO. 

Supposons maintenant que la pyramide SABC soit 
une certaine fraction — du prisme de même base et de 
même hauteur, ou qu’on ait 


SABC = ^ SO X abc : 

la pyramide S DE F étant semblable à la pyramide 
SABC (XX. théor. III, rem. I), et n’en différant 
que par la grandeur de son volume ou plutôt par ses 


dimensions , doit être la même fraction ~ du prisme qui 

n 

serait de même base et de même hauteur : on doit donc 
avoir 


” X 


pr • SDEF = ^ SR X DEF = 
X DEF = X — X 

a n a 4 


{*) Ce prisme est forme' des faces CFEH et IFEG qui se coupent 
sniTani EIF, des faces opposées et parallèles GIF et UGE, et de la 
face paralltflogrammiqae QGH. * 
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or la pyramide totale SABC étant composée de deux pris- 
mes dont la somme égale SO X 7 ABC , et de deux py- 
ramides égales chacune à S DEF, et dont la somme égale 

^ SO X 7 abc , on aura donc l’égalité 

^ X SO X ABC = SO X i ABC -f- ^ X SO X i ABC, 

divisant les deux membres par le facteur commun 
SO X^C, on trouvera ~ = -f- ^ et multi- 

n 4« 

pliant par /^n,i\ viendra 

4m = n-f-m, ou Zm ~ n , et ^=-i; 

n ’ 

reportant cette détermination de -^dans l’expression de 
jiy SABC, on trouve 

jyy . SABC = i SO X ABC 

Corollaire I. Toute pyramide triangulaire est le tiers 
d un prisme de même base et de même hauteur. 

Corollaire II. Une pyramide à base polygonale pou- 
vant toujours se partager en pyramides triangulaires par 
des plans qui passent par le sommet et par des diago- 
nales menees de 1 un des angles de la base à tous les 
autres , a pour expression de son volume , le tiers du 
produit de la hauteur par la somme des base^ou par 
la base poljgonale. ^ 

Corollaire III. Deux pyramides quelconques de même 
hauteur et de bases équivalentes , sont équivalentes entre 
elles f .deux pyramides de même hauteur et de bases non 

( ) Celle démoQsCratioD est dae à M. membre de l’insli- 

«U national. * 
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ét{uivalentes , sont comme les bases ; enfin deux pyra- 
mides de bases équivalentes et de hauteurs düTércntes, 
aont comme ces hauteurs. 

Remarque. Un polyèdre quelconque pouvant toujours' 
être partagé en pyramides , on évaluera son volume en 
calculant , d’après ce qui précède , celui de chacune des 
pyramides qu’il contient j cependant il est deux po 
iyèdres dont nous déterminerons particulièrement les 
volumes : ces polyèdres sont le tronc de pyramide et le 
tronc de prisme ( XIX. déf. et not. VIII ). 

THÉORÈME VI. 

Si une pyramide est coupc'e par un pian parallèle à sa base» le tronc 
reste en Atant la petite pyramide, est cgnl à la somme do tix>U 
pyramides qui auraient pour liautcur commune la liauicur du 
tronc , et dont les bases seraient la base inférieure du tronc, sa 
base supérienre , et une moyenne proportionnelle entre ces deux 
bases. 

Soient B et H la hase et la hauteur de la pyramide 
totale , b et h' la base et la hauteur de la pyramide 
retranchée , et ^ la hauteur du tronc , ou la distance 
entre les bases parallèles B et A j enfin soit V le volume 
du tronc. On aura 

V=iBX H — H — 

or la pyramide totale et la pyramide retranchée étant 
semblables , on a ( VII. théor. XII ) 

: h'» = B : fi , d’où H = fi' y/? , 

et d’ailleurs ^ 

H — fi' + fi .• 

de cçs deux égalités on déduit aisément 
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J, Il ^ h y'B 

' ~ 7b — ~ 7ÏT— ’ 

et par ces substitutions dans la valeur de V, on ob- 
tient 

V — f B yB — b {/b I 

~3( y'B — y'b )* 

la division de B \/B — b y b par \/B — y b , donne 
pour quotient B + ^/b . 6 -j- b ; donc le volume cher- 
che est 

oh yB . 6 est la base moyenne proportionnelle entre la 
base supérieure b et inférieure B du tronc. 

THÉORÈME VII. 

Un prisme iriangalairc tronqnii csi toujours équivalent à trois pyra- 
mides de méoiu base qui est celle du prisme , et ayant leurs som- 
mets respectifs placés à chacun des angles du triangle formé par le 
plan coupant. {Fig- ai 8). 

En faisant passer un plan par les trois points A , E , 
C, on détachera du tronc de prisme ABCDEF, la pyramide 
EABC , dont la base est le triangle ABC , base du prisme , 
et dont le sommet E est l’un des sommets du triangle 
DEF. Il reste la pyramide quadrangulaire EACFD dont 
le sommet, est E, et qui se divise en deux pyramides 
triangulaires EADC, EDCF par un plan mené par 
le point E et la diagonale DC de la face ACFD. Ces 
pyramides ne sont pas celles de l’énoncé , mais on peut 
leur en substituer d’autres équivalentes. 

En effet, on peut remplacer la pyramide EADC par 
la pyramide BADC construite sur la Iwse ACD de la 
première et de même hauteur qu’elle, puisque les 
sommets B et E sont sur une droite BE parallèle au 
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plan de la base' commune : mais on pent aussi consi- 
dérer la pyramide BACD comme ayant son* sommet au 
point D , et pour base le triangle ABC , puisque les qua- 
tre sommets sont les mêmes , et cette pyramide est l’une 
de celles qu’exige- l’énoncé. 

Pour obtenir la pyramide équivalente à ED CF, et 
dont le sommet soit en F, il faut tirer les diagonales 
AF, B F dans les faces ACFD, BCFE j on forme ainsi la 
pjTamide BACF dont la base ACF est équivalente à la base 
CFD de la pyramide ECFD , puisque ces deux triangles 
ont même base CF et sont compris entre les parallèles 
AD et CF J ces pyramides ayant d’ailleurs leurs som- 
mets B et E sur la droite B£ parallèle au plan de leur 
base, sont équivalentes j mais la pyramide BACF, 
considérée comme ayant son sommet en F, et pour 
base le triangle ABC, sera la troisième pyramide de 
l’énoncé. • ' 

Corollaire. ^Le volume d’un prisme triangulaire tron- 
qué, a pour mesure le produit de sa base par le tiers 
de la somme des trois perpendiculaires abaissées sur cette 
base de chacun des angles de la base supérieure. 

t 

THÉORÈME VIII. 

Les Tolames de deux pyramides triangulaires semblables sont entre 
eux comme les cubes des hauteurs , ou de deux arêtes quelconques 
homologues. ( Fig. aoy }. 

Soient V et v les volumes de deux pyramides quel- 
conques , ABC , abc leurs ^es, SH , sh les hauteurs : 
on aura ( theor. VI ) 

y . ABC X SH _ abc X •îh 

= ABC X SH : abc X sh : 

lê 
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Mais si l’on fait coïncider les angles trièdres s et S, ce 
qui est possible , les côtés a6, 6c, ac prendront des di- 
rections A'B', B'C', A'C' parallèles aux côtés AB , BC , AC; 
ainsi les bases ABC seront parallèles; donc la hau- 
teur sh sera SU' suivant SH; maintenant les triangles 
semblables ABC , abc donnent 

ABC : abc = AB* : â**, 

et des triangles S AH , SA H' semblables, on déduit 

SII : S'H' ou sh = AB : A'B' ou ab; 

multiplient ces deux proportions terme à terme, on 
aura 

ABC X SH ; abc sh = aB^ : ^ = gH* : 7h^ 

* = BC^ : bc^ =■ etc. 

Corollaire I. Deux prismes triangulaires semblables 
sont entre eux comme les cubes de deux arêtes homo- 
' iogues : on peut décomposer les deux prismes en trois 
(Pyramides triangulaires semblables chacune à chacune, 

I dont les volumes sont entre eux dans le rapport des 
cubes de deux arêtes homologues ; et comme d'ailleurs 
toutes les arêtes homologues sont proportionnelles, il 
s’en suit que la somme des volumes des trois pyramides 
dont se compose l’un des prismes , est à la somme des 
volumes des trois pyramides de l’autre prisme , dans le 
rapport des cubes de deux arêtes quelconques homo- 
logues. 

Corollaire II. Deux pyraptides polygonales sembla- 
bles , sont dans le rapport des cubes de deux arêtes ho~ 
mologucs. Car après avoir décomposé les deux pyra- 
mides données SABCD, sabcd (Fig. ao8) dans le même 
nombre de pyramides triangulaires semblables, dont les 
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volumes sont comme les cubes de deux arêtes homolo- 
gues, on conclura de la proportionnalité des arêtes homo- 
logues dans les pyramides totales, la suite de rapports 
egauiL 


et 


SABC : sabc = SACD : sacd — SADE : sade 
= : âb^ — etc. 


SABC -f- SACD SADE : sabc -f- sacd sade 
= = etc.' • 


Corollaire III. Deux poljrèdrcs quelconques sem- 
blables sont dans le rapport des cubes de deux arêtes 
homologues : car c^ polyèdres sont décomposables 
( thcor. IV ) dans le_ même nombre de pyramides sem- 
blables et semblablement disposées. 



CHAPITRE XXII. 

Des corps ronds. 

DÉFINITIOMS. 

I. Off entend par corps rond tout corps produit par la 
révolution d’une surface plane autour d’une di'oite qui 
prend lè nom d’axe. 

Il suit de cette définition que tout corps rond peut être 
regardé comme composé d’une infinité de cercles dont les 
plans sont perpendiculaires à Yaxe de rotation , et dont 
les centres sont tous disposés le long de cet axe. 
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n. Le (yltndre droit ( Fig. 2 1 9 ) est le corps rond pro* 
duit par la révolution- d’un rectangle AB CD autour de 
l’un des côtes, de CD , par exemple. Le cylindre droit n’est 
autre chose qu’un ‘prisme droit ayant pour hauteur le 
côté AB, et pour hases opposées les cercles de AD et de 
BC qui sont égaux. Il résulte de cette génération , 1°. que 
toutes les sections parallèles aux hases du cylindre droit, 
sont des cercles égaux à ces bases ; que toutes les sections 

perpendiculaires aux hases , et conséquemment paral- 
lèles à l’axe CD , sont des rectangles •, 3 “. que les sections 
par l’axe, sont des rectangles doubles du rectangle géné- 
râleur ABCDj que toute intersection de la surface , 
par un pian passant par l’axe , est une dA>ite égale à 
la gi’nén.trice AB et qu’on nomme arête. 

■III. Le cylindre oblique qu’on ne considère pas dans 
la géométrie élémentaire, et qui ne rentre pas dans 
|i génération des corps ronds , est celui dont l’axe est in- 
cliné sur le plan du cercle qui lui sert de base : on peut 
le concevoir engendré par une droite nommée généra^ 
^trice , assujettie à passer par tous les points de la circon^ 
férence de la base , et à rester dans ce mouvement , pa- 
rallèle à l’axe qu’on nomme directrice. Cette génération 
convient au cylindre droit , en rendant la directrice et 
conséquemment la génératrice perpendiculaires au plan 
de la base. * 

IV. Le cône droit ( Fig. 220 ) est fe corps rond produit 
par la révolution d’un triangle rectangle SAC autour, du 
côté SC. Le cône droit n’est autre chose qu’une pyramide 
droite ayant pour hauteur l’axe SC, et pour base le 
cercle de AC. Il résulte de la génération du cône, 
1°. que toutes les sections faites per^ndiculairement à 
l’axe dn cône , sont des cercles dont les rayons décrois- 
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sent comme ^euri distances au sommet S ; a*, que toutes 
les sections faites suivant l’axe , sont des triangles iso- 
cèles doubles du triangle gént râleur SAC j 3 “. que toute 
intersech'onde la surface par unpianpassantpar l’axe SC, 
est 'une droite égale à l’hypoténuse du triangle généra- 
teur, ou à la générali ice SA , droite qu’on nomme arête. 

V. Le cône oblique qu’on ne considère pas dans la 
géométrie élémentaire, et qui ne rentre pas dans la 
génération des corps ronds , peut être eensidéré comme 
produit par une droite assujettie à passer par un même 
point d’une autre droite fixe inclinée d’une manière 
quelconque sur un plan , et par tous les points d’u» 
cerele , par exemple , tracé dans ce plan , et ayant 
pour centre le poiut de rencontre du plan par la droite 
fixe. Cette génération convient au cône droit. 

'VI. Le cône tronquéiJFig. 22o)estun corps rond produit 
par la révolution du trapèse rectangle A a c C autour de 
l’axe Ce. Ce cône est U différence entre les cônes droits 
produits en même temps par les triangles générateurs 
SCA , Sca , ca étant parallèle à CA. 

YII. Le segment sphérique {Fig. ■2'}, i ) est la portion de 
la sphère ^ engendrée par la révolution du trapèse circulaire 
PQMN autour del’axeABde rotation. Le segment sphérique 
est donc compris entre deux cercles parallèles de la 
sphère , qui en sont les hases opposées. On appelle en- 
core segment sphérique la portion de la sphère produite 
par la révolution du demi-segment circulaire AP N au- 
tour de l’axe de rotation. ^ , , 

VIII. La zone sphérique est la portion de surface splié- 
rique, engendrée par la révolution de l’arc MN autour 

IX. Une calotte sphérique' eiX. la portion de surface 
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sphérique engendrée par la révolution de l’arc AM on 
AN , autour de l’axe : la hauteur AQ ou AP est nommée 
Jliche. 

X. Le secteur sphérique est la portion de la sphère , 
engendrée par la révolution du secteur circulaire ACM, 
autour de l’axe AC : il est la somme du segment sphé- 
rique ayant pour hauteur la flèche AQ , et pour rayon de 
sa base MQ , et du cône droit produit par la révolution 
du triangle C Q M , ayant pour sommet le centre G , 
pour hauteur CQ, et de plus la même base que le 
segment. 

THÉORÈME PREMIER. 

L’oire convexe d'un cylindre, est exprime'e par le produit de la circon- 
férence de sa base par sa hauteur. {Fig. aaa ). 

Soit d’abord le cylindre droit AB C . . GHI . : si l’on 
inscrit aux deux bases deux polygones réguliers d’un 
même nombre de côtés, et dont deux sommets A et G 
soient jplacés sur une même arête A G , et que l’on joigne 
les sommets correspondans par des droites qui seront au« 
tant d’arêtes ou de positions de la génératrice , on aura 
un prisme droit intérieur , dont les faces latérales seront 
les parallélogrammes ABIIG, BCIH, etc. , et dont lasur&ce 
diflerera d’autant moins de celle du cylindre , que le nombre 
des côtés du polygone inscrit sera plus grand. On peut de 
même circonscrire aux bases deux polygones réguliers 
semblables à ceux qui sont inscrits , et qui deviendront les 
bases d’un autre prisme droit circonscrit ; de sorte que 
la surface convexe du cylindre, sera toujours comprise 
entre celles de ces deux prismes. Maintenant si l’on dé— 
"signe par S' et S les surfaces convexes des prismes in$critst 
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et du cylindre , par C' et C les contours des bases , par 
H la hauteur AG = O O', par l’exccs de S sur S', et 
par y l’excès de C sur C, on aura ces égalités ( XIX. 
théor. VIII ) 

s'=s — «r, s'=c'x H; 

«U celles-ci 

S' = S _ J', S' = C X H - y X H, 
et en égalant les seconds membres, on obtient 
S — «^ = CXH— y X A, 

et ajoutant i' de part et_ d’autre , il vient 

S=CxH + ^ — yXHj 

• 

or, comme la surface S ne peut varier que par C et H j 
et que cette surface est absolument définie , lorsque la 
circonférence C et la hauteur H sont données , od conp- 
dura de cette égalité , comme on l’a fait dans les cas ana- 
logues, etenemployantla considération (X. théor. II,not.),. 

S = C X H. 

Remarque. En désignant par S" la surface convexe 
du cylindre circonscrit, par C" la base, ‘par J' et y le» 
excès de S'' sur S et de C" sur Os, on aura 

S" = S 4- J', S"-= (C -f y) H = C X H 
+ y X H, 

-d’où l’on déduit 

S = CXH + yXH — d', 
et, d’après la considération ci-dessus, 

S = C X H. 


« 
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Corollaire. Les surfaces de deux cylindres de même 
hauteur, sont comme les bases , et pour des bases égales , 
les surfaces sont dans le rapport des hauteurs. 

THÉORÈME II. 

Le Tolume d’un cylindre droit, est exprime par le prodait de la sur- 
face de sa base par sa hauteur. ( Fig. aaa }. 

Si l’on désigne par V' et V les volumes du prisme 
inscrit et du cylindre, par S' et S leurs bases , par H la 

hauteur OO', et qu’on observe que V’ — Y S~ , S' — 

S — - Y, on aura ces deux égalités 

V'=V-<^, V' = S'x*H = (S-y)H=: 
s X H — yX H, . 

et en égalant les deux seconds membres, et ajoutant ^ 3e 
part et d’autre, 

V= S XH — Y X H -f- 

mais le volume V ne pouvant varier que par S et H , 
et ce volume étant absolument défini par ces données , 
on doit réduire l’égalité précédente à celle-ci 

a 

V = S xH= ^ 

C étant la circonférence de la b^ et R le rayon. 

Corollaire. Donc les volumes de deux cylindres droits 
de même base , sont comme les hauteurs ; et pour des 
hauteurs égales , ces volumes sont dans le rapport des 
bases ou des carrés des rayons de ces bases. 


* 
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THÉORÈME III. 


La intface convexe d’un cdne droit, est exprimée par la moitié da 
produit du rAté on d’une arête du cône, par la circonférence de sa 
baae.}(I^. 3a3 }. 


Circonscrivons h la base du cône un polygone régulier 
AB.... . et par le sommet S et par chacun des côtés 
A B , etc. , menons des plans ; on formera ainsi une 
pyramide régulière dont la surface convexe différera 
d’autant moins de celle du cône , que le nombre des côtés 
du polygone sera .plus grand. Désignant par S' et S les 
surfaces convexes de la pyramide et du cône , par C' et 
. C les contours des bases , et par K l’apothème SP de la 
pyramide, qui sera le côté ou l’arête du cône : on aura en 
conservant les désignations usitées , ces deux égalités 


S' i=s — s'=z ^ ^ ^ ^ ^ + y ^ ^ 

et , en égalant les deux seconds membres , on obtient 

g ^ ^ ^ 1 ^ I y 

a a I 

d’où 


S = ^ ^ ^ + y ^ ^ -f. ?■- 


or comme la surface S est définie par G et K , en sorte 
qu’elle ne peut varier que par l’une ou l’autre de ces 
quantités , l’égalité précédente doit être réduite à celle-ci 

S = ^ X ^ 

a 

Remarque I. La surface S peut encore varier par la 
hauteur du cône; mais on observera que cette quantité 
dcjïcnd de K, et qu’ainsi elle varie avec K. 



35o' ÉLÉMENS 

Remarque II. On a circonscrit , pour plus de brièveté, 
le polygone à la base du cône ; mais on aurait pu l’ins- 
crire , ce qui aurait donné une pyramide inscrite, 
d’où l’on aurait tiré la même conclusion. 

THÉORÈME IV. 

Le volame d’nn cône droit , est exprime par le tiers du produit de la 
surface de sa base par sa hauteur. ( Fig. ai3 ). 

En conservant la construction précédente , désignons 
par y et V les volumes de la pyramide régulière cir- 
conscrite et du cône , par S' et S leurs bases , pr H la 
bautenr du cône droit qui est la même que celle de la 
pyramide , et observant que V' = V -}-é',S' = S-}-Y, * 
oa aura ces deux égalités 

•\jf 'sr I J. a;' ^ ^ ^ ^ ^ ^ I V ^ ^ 

’ 3 3 3 * 


et en égalant les seconds membres , 

xr— .SXH , yXH J, 

^ » a * 


égalité qui se réduit à 


v = 


s X H 


THEOREME T. 


La surface convexe d’un tronc de cône droit, est exprimée par la 
moitié dn produit du côté du tronc, par la demi-somme des cir- 
conférences des deux buses parallèles do tronc. {Fig. 3a4). 


Dans le plan ASB mené pr l’axe SC , plan qui est ce- 
lui de la planche , menez perpendiculairement a l’arête 
SA, la ligne AT égale à la circonférence du rayon AC , 
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joignez les points S et F, et tirez DH parallèle ù AF : les 
triangles semblables SAC , SDO donnent 

AC : DO = SA : SDj 
et les triangles semblables S AF, SDH donnent 

I 

ÀF ; DH = SA : SD : 


donc , à cause du rapport commun , on a 
AF : DH = AC ■; DO ±=z cir. AC : cir. DO 


X. théor. I ) : mais , par construction, AF = cir. AC, 
dont DH t= cir. DO cela posé , Je triangle S AF qui a 
pour mesure AF X f SA , est égal à la surface du cône 
SAB qui a pour mesure cir. AC X i SA (théor. 111): 
par la même raison , le triangle SDH est égal à la surface 
du cône SD£ : donc la surface du tronç ADEB , est égale 


à celle du trapèze ADHF = AD X 


AF 4- DH 


• ( VI. théor. IV ); donc la surface du tronc de cône, est 

A D X DO 


Remarque I. Par le point I milieu de AD, menez l«s 
parallèles IL et IM à AB et AF : on démontrera comme 
comme ci-dessus, que IM = cir. IR : mais (VI. th. IV ) 
Paire ADHF=ADxIM = ADxcir. IK. Donc aussi ht 
■sujface d'un tronc de cône , est ^ale a son cçté multiplié 
par la circonférence dune section éqaUUstante des detix 
bases circulaires. 

RemarqueW. Le tronc de^ône étant la différence entre 
le cône entier et le cône retranché , si l’on nomme V le 
voluiue de ce tronc , S la base du cône entier et H sa 
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hauteur , S' la base du cône retranchée et H' sa hauteur, 
on aura 


V = i(H X S - H' X S'). 


THÉORÈUE TI. 


* Le Tolame dn tronc de cône droit , eit égal à ( AC* 4“ 


DO* 4- AC X DO) (Fig. aa4 1. 


Concevons une pyramide triangulaire de môme hau- 
teur SC que le cône SBA , et dont la base soit équivalente 
au cercle de CAj coupons- cette pyramide par un plan 
mené parallèlement à sa base et à une distance du som- 
met, égale à SO hauteur du cônè SDK ; la section sera 
équivalente au cercle du rayon DO, comme il est facile 
de lè prouver, en observant que les bases de la pyramide 
totale et de la pyramide retranchée , ainsi que celles ^ 
cône total et du cône retranché , sont comme les carrés 
des hauteurs les mêmes de part et d’autre : d’où l’on 
conclut que le volume du tronc de cône, est équivalent 
au volume du tronc de pyramide : or en désignant par B 
la base de la pyramide totale, par b celle de la pyramide 
retranchée , et par h = OC la hauteur du tronc , on sait 
(XVI. théor. VI) que le volume du tronc de pyramide 


est représenté par _(B4- ^4" V'b . b)i mais (X. théo- 


rème II, coroll. IIjB = ir . AC*, . DO*,V/b . 6= 
Jt* . ÂC* • DÔ* = ir . AC . DO, et par ces substitu- 
tions , l’expression précédente devient celle de l’énoncé< 
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LE MK B. 

L’aire décrite pir le demi-polygone nÿulicr ABDE, etc. , tonmant 
autour de AA', est égale it la circonférence inicrite au polygone to- 
tal, multiplid par AA*. {Fig. aaS ). 

1 ®. L’aire du cône décrit par BA,est:=;|BAx cir. 
B N = Q A X cir. BN , Q étant le milieu de B A : mais 
les triangles A6N , Q C A semblables comme ayant cha» 
cun un angle droit et un angle commun en A, donnent 
la proportion 

A.,- QC = AN : BN, ou QA ; AN =s QC : BN, 
d’où l’on lire celle-ci 

QA : AN = cir. QC ; cir. BN, 

•n observant qu’au rapport entre les rayons QC etBN, 
on peut substituer le rapport entre les circonférences : 
donc QA X cir. BN = AN X cir. QC. * 

2 ®. Le tronc de cône engendré par BD a pour mesure 
BD X cir. KL, KL étant une perpendiculaire menée 
du milieu K de BD sur l’axe AK de révolution (théo- 
rème V, rem. I ). Du point D menons DP perpendicu- 
laire sur l’axe de révolution AK , et du point B la paral- 
lèle BG à cet axe, puis le rayon KC au point de tangence 
K : les triangles BDG , LKC ayant les côtés perpendicu- 
laires , donneront la proportion 

BD;BG = KC;KL = cir.KC:cir. KL, * 

d’où 

BD X cir. KL = BG X cir. KC = NP X cir. KC. 
3®. La surfaoe cylindrique engendrée par>DE paral- 
lèle à l’axe de révolution , est PQ X cir. IC , I étant le 
point de tangence. 
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En- ajoutant toutes ces surfaces, et otservant que la 
circonférence facteur dans chacune d’elles , est = cir. 
Cm, et que la somme des autres facteurs est celle de» 
hauteurs AN , NP , PQ , etc. , on retrouve la propriété 
énoncée. 

. THÉORÈME VII. 

L’aire de la -sphère est le produit de la circonférence d’on grand 
cercle par son diamètre , c’est-à-dire , le quadruple de faire d’un 
grand cercle, (fig- aaS ). 

Désignons par S' la surface engendrée par le demi-po- 
lygone régulier considéré dans le lemme , par S cqlle de 
la circonférence inscrite , et par R le rayon de cette cir- 
conférence } on aura les deux égalités 
S = S' — i- 
et , d’après le lemme , 

S' = A A' X cir. R = (2R-f-y)cir.R:= 
a R X cir. R -f- y X cir. R 

en observant que A A' = Mm -f- AM -j- m A', et faisant 
AM mA' = y, quantité d’autant plu» petite que le 
nombre des côtés du demi-polygone régulier, est plus 
grand : de ces égalités on déduit celle-ci 

S = a R X cir. R -f- y cir. R — J”: 
çr l’aire S ne devant varier que par R , et ndn par y et 
é’ , on doit avoir y X cir. R — é' = o , et conséquem- 
ment (X. tbéor. II, et coroll.) 

S = a R X cir. R = 4 cer. Pi. = 4 tt R*. 

Corollaire I. On conclut aisément de ce qui précède, 
que X étant ( Fig. 226 ) la hauteur AM de la calotte en- 
gendrée par l’arc AD, ou la hauteur M N de la zone dé- 
crite par l’arc ED , on a 
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. aire = 2 ;r. R. a: (*). 

Corollaire II. Circonscrivons ( Fig. 226 ) à la circonfé- 
rence du centre C un carré F(i: la surface convexe du c%'- 
Jindre, engendrée par le côté CF du rectangle ABCF tour- 
nant en même temps que la demi-circonférence ADEB au- 
tour du diamètre AB , a pour expression 2 R X cir. R 
( tliéor. I ) , et en ajoutant les deux bases , on aura pour 
surface totale du cylindre, 3R X cir. R 6 cerc. R: 
donc la furface de la sphère , est les -j de celle du çp- 
Undre circonscrit , y compris ses deux bases. 

Corollaire III. Soient S et S les surfaces de deux 
sphères , R et R* leurs rayons : on a 

S : 4 : 4 ^ * = R’ ' R * • 

donc les surfaces de deux sphères , sont coiTvtie les car- 
rés de leurs raflons. 

THÉORÈME VIII. 

Le volamc de la sphère est le tiers du produit de la surface par son 
rayoD. (Fig. aaS). 

Faisons tourner le demi-polygone régulier ABD, etc. 
autour de son diamètre AA' j l’aire du triangle BAN en- 
gendrera le volume d’un cône , Faire du trapèze B N PD 
engendrera un tronc de cône, et ainsi des aires suivantes. 
Au cône de AB circonscrivons une pyramide régulière, et 
^ux troncs de cône d^ côtés BD , etc. , circonscrivons des 
troncs de pyramides régulières : de cette manière , on 

{’) Lorsqu’on connaît dejà l’expression do 1.1 surface de la sphère, il 
eslnaturel de supposer qiiecellede la zone a ponrhauteurar=AM, 
soit a n-Ra-, sauf il Tc'riher cette expression : or .r devenant o, K, a R, 
la surface de la zone iloit devenir nulle , la moitié ou la totalité de ta 
surface sphérique , et en effet, dans ces hypothèses , rexpression de 
la zone rend ces couclusions. • 
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aura formé un polyèdre régulier drconscrit à la rphère , 
et dont chacune des faces ne fera que la toucher en un 
point J car si à la circonférence décrite par le point D , 
on circonscrit un polygone régulier dont un des côtés la 
touche en D , la face du tronc de pyramide circonscrite , 
menée par ce côté et par DD, t ouchera le tronc de cône en- 
gendré par BD , suivant le côté BD , et cette même face 
touchera la sphère au point K de tangence de BD avec la 
demi-circonférence MQK. , etc. , génératrice de la sphère j 
d’ailleursce point K décrit une circonférence qui contient les 
point# dï contact des faces successives du même tronc de 
pyramide et de la sphère. Cela posé, dit centre C de la 
sphère , menons à tous les angles de ce polyèdre , des 
droites qui le décomposeront en pj'ramides dont le -som- 
met commun sera le centre C ; chacune de ces pyramides 
aura pour hauteur le rayon mené au point où sa base 
touche la surface , puisque toute autre droite menée du 
point C à la base est plus longue que celle-là : le volume 
de ce polyèdre sera donc le tiers du rayon de la sphère 
par sa surface qui différera d’autant moins de celle de la 
sphère , que le nombre des côtés du demi-polygone régulier 
ABD , etc. sera plus grand, ainsi que celui des poly- 
gones circonscrits aux bases des troncs de cône et des cônes 
extrêmes. Or en désignant par V' le volume du polyèdre, 
par S' sa surface , par V le volume de la.sphère et par S. 
sa surface , on a ces deux égalités 

T = V + ^ 

Y = iRxS' = jRX (S-hy) = iRx S-h 

X 7 

d’où l’on déduit celle-ci 

V = i R X s.-f i R X 7 - 


» 
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iju’(>n doit réduire à 

Y = iR X S. 

Corollaire I. On a trouvé S = 4 w. R* , donc V =: 

|,r.R 3 . 

Corollaire II. Si l’on ne considère que la portion de 
volume du polyèdre , correspondant à la portion A B D 
du polygone régulier , et qu’on lui applique ce qui a été 
dit dans le théorème , on aura pour le volume du sec- 
teur sphérique qui lui répond , le tiers du rayon multi<* 
plié par la surface qui recouvre ce secteur ; or en posant 
A P = ar , cette surface est 2 w R. x ; donc 

sect. sphéri = f tt. R*, x. 

Lorsque x=2R, le volume du secteur devient celui de 
la sphère. 

Corollaire III. Pour avoir le volume du segment sphé* 
rique engendré par le demi-segment circulaire ADM, tour- 
nant autour de l’axe AB ( Fig. 226 ), il faut du volume du 
secteur^sphérique engendré par le secteur circulaire DCA, 
retrancher celui du cône engendré par le triangle CDM : 
or le volume du cône = C M X cerc. DM= j CM. tt. 
dm* t mais CM =: CA — AM — R — xj ETM*= DC* 

— c M’=R* ' — (R— x) *=2 R X — X* J donc volumedu cône 

= J (R-x) (2 R X - X*) = (R-x) 

( 2 R — x) = -y (2 R* — 3 R X -f- X*) , et segm. 
sphér.=f,rR*x— .!p(2 R‘_ 3 R X + X*); 

après les réductions , on trouve enfin 

segm. sphér. = (3 R — x). 

*7 


Digilized by Google 


a58 ÉLÉMENS 

Corollaire IV. Soient V et V' les volumes de deux 
sphères dont les rayons sont R et R' : on aura 

' V :V' = |irR'':^,rR^=R3:R'3; 

donc les volumes de deux sphères sont comme les cuBe$ 
de leurs rajrons. 


CHAPITRE XXIII. 
Introduction à la géométrie descriptive. 
NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

Les notions snivantes font natnreliemeDt suite & la Ge'ométrie des 
plans {*) , en m£me temps qu’elles forment l'introduction à laGài> 
me'trie de l’espace, autrement dite descriptive, parce qu’elle sert 
1 °. A représenter snr une feuille de dessin qui n’a que deux di' 
tnensions , tous les corps qui en ont trois ; 

a°. A donner la manière de reconnaître, d’après nne de|cription 
exacte , la forme des corps , et de déduire et de ces formes et de la 
position respective de ces mêmes corps, toutes les vérités qui en ré- 
sultent. 

L’espace est cette étendue indéfinie dans laquelle tons les corps sont 
placés : puisque cet espace n’a pas de limites, on ne peut déterminer 
le lien absolu des corps, mais seulement leurs situations relatives, on 
la position de chacun d’eux par rapport à des objets fixes qui seront 
des points , des lignes ou des plans jet c’est en effet la seule connaii- 


(*) C’est pour ne pas interrompre l’exposition des matières dont se com- 
posent les élèmens ordinaires de Géométrie, que nous avons rejeté ce cha- 
pitre à la suite des chapitres XIX, XX, XXI et XXII, auxquels il est très- 
propre è servir de préparation. 
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mnee nous importe. Ces objets (izes seront pris arbitrairement; 
mais une fois choisis, il ne devront plus varier. 

Pour prendre le cas le plus simple , supposons an lieu de corps, des 
points situtfsdansun plan: dansce plan, concevons deux droites AX, A Y 
( Fig, ) faisant entre elles un angle quelconque donne : tout point 
tel que M situe dans ce plan, est deUermine ou deünî de position, lors- 
qu'on connaît les longueurs des droites MQ , MP menees de ces points 
parallclciuentauxnxcs AX, A Y, cl terminées h ces axes. Un autre point 
M', sera pareillement caractérisé de position parles données anahtgiics 
^cila situation du (lOÎntM^ par rapport an point M sct acon- 
nue. Si l’angle Y AX esldroit(^7^. aaS), supposition qu’on fuiiotdinaU 
reracut , APMQ est un rectangle ,.MQ , MP deviennent des <lis(ances 
aox lignes fixes AY , AX , et on peut remplacer M( ) par AP, en s<>rie 
que les elt^nens de position des points M clM', sont AP, PM pour M , 
AP^, P^^Ppour etc. , dans les deux figures. Par ces données , les 
points M et M'nc peuvent être confondus avec d’autres points du plan. 

Pour définir la position d’un point dans l’espace , il paraît naturel 
de rapporter ce point k des plans connns et invariables. 

Snpposont que le point à particulariser soit h un mî trq de distance 
du premier plan A , qui est celui de U planche , sans qu’il soit expri- 
me' de quel côté il est placé par rapport & ce plan* 

11 sera sur deux plans parallèles au plein A que nons supposerons 
tioi izontaJ , et menés h nn mètre de distance de ce dernier, l’un au- 
dessus, l’autre au-dessous* ^ 

Supposons, en second lieu> que le point cherché soit h deux 
mètres de disuncc d'un second plan B perpendiculaire h A. / 

Il sera donc sur deux plans parallèles au plan B , tous deux h deux 
mètres de distance de ce plan , l’im h droite , l’autre à gauche. 

* Donc enfin ce point ne peut plus se trouver que sur les iniersec- 
tionsde l’un des deux plans parallèles h B avec les deux plans paral- 
lèles à A , intersections qui sont deux droites , et sur celles de Tautre 
plan parallèle h B avec les deux plans parallèles à A, c’est-à-dire, sur 
deux autres droitc'S* ^ 

Supposons enfin que le point soit 2t trois mètres de distance d’un 
troisième pl.an C perpendiculaire à A et à B. 

il sera sur Icsimct sections des quatre lignes droitesdont nons venons 
de parler, avec les deux plans parallèles .h C et planés h trois mètres de 
ik lance de ce dernier de part et d’autre , l’un cn-decà , lauirc au-dciti. 
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Or rimersectiDa de cliacnn de ces plans avec les quatre droites^ 
doniieqiiatre points; doncrimcrsection ^es deux plans en donne huit. 

Il faut donc qucl^ies conditions particulières de plus pour isoler ce 
point des antres points de l’espace. • 

Mais si on indique de plus de quel Câtt! par rapport au premier 
plan A , puis de quel côte par rapport an second plan B , les dis- 
tances doirent être prises ; au lieu de quatre plans , on n’en aura plus 
que deux , et le point cherche' sera sur l’intersection de ces deux plans, 
o’esl-h-dire , sur une ^eule droite; si de plus on dit de quel côté le 
■point est sjtné par rapport au troisième plan G, il sera l’intersection 
d’une droite unique et d’un plan unique, laquelle est un un point; il 
sera donc parfaitement distinct de tous les autres points de l’espace. 

Au l'eu de la considération de trois plans, on est parvenu au 
moyen des projections , b n'avoir plus besoin explicitement que de 
celle de deux. 

Soient trois droites Bxes AX, A Y, AZ (!Fig. aag) réciproquement 
pcrpcndii'iduires l’une h l'autre an point A, situées les deux premières 
dans le plan de la planche , et la troisième au-dessus de ce plan ; chà- 
citne d’elles sera perpendiculaire au plan des deux autres, puisqu’elle 
4’est b deux droites qui se coupent b sun pied dans ce plan : ainsi cha- 
cun des plans ZAX, ZAY, XAY, sera perpendiculaire aux deux an- 
tres, puisqu’il est assujéti b passer par deux droites dont chacune est 
■perpeniiiculaire à chacun de ces deux antres plans ; les deux premiers 
seront verticaux et le tioisième horizontal. 

Qu’on se représente un point M dans l’espace , ou situé hors des 
plans ZAX, ZAY, YAX, par exemple, en avant du premier plan, 
i droite du second et au-dessus do troisième , et qu’on imagine de M 
des perpendiculaires MM', MM", MM'"sur ces trois plans, qui mesure- 
vont les plus courtes distances du point M de l’espace ü chacun de 
ces plans, et de M', M", M'" des perpendiculaires sur AX et AZ, 
AXetAY, AZ et AY. 

La distanec MM' du point M au plan ZAX, est en longuenr vraie 
M"ni ou A m" : celle MM'" même point an plan ZAY, est égale Jt 
M"/n"ou Am : enfin celle du même point M au plan horizontal 
YAX, est MM"ouM'm,ou Am'. Ainsi ces distances se retrouvent 
sur les droites fixes ou axes AY, AX, AZ, et elles sont comptées du 
point A. 

Les poinu M', M"*, pieds des perpendiculaires abaissées du point de 
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r«space snr les plans verticanx, sont dits, verticales tl-.^ 

poiiuM, et M^pied de la perpendiculaire ubaUsce du même point sur le 
plan horizontal, est d\i proje^on horizontale du point. 

Deux de CCS projcciions saBisent pour retrouver le point y car les 
perpendiculaires meiices par chacune. d'elles au plan qui la contient^ 
vontsc lencoQtrer dans, le point M de l’espace : la troisième projection 
résulte évidemment deq deux autres. 

Considâons maintenant une ligne droite AC située d'une manière 
quelconque dans l’espace (/^i^-aSo), et un plan R.L qui soit le plan 
ludme de la planche : si de loiu» les points de cette droite on conçoit 
des perpendiculaires abnissccs sur le plan LK , tous les pieds de ces 
perpendiculaires seront dans une ligne droite indcHoie aù qu’on 
nomme projection de la di'oite sur le plan. 

MIN étant une portion de AB , en sera la projection : lors- 
que le plan KL est horizontal, M'N' est dite projection horizontale^ 

Mais on observera qu’il suffit des projections M'ctK'dcs extrémités 
M et N de la droite , piiisqu'cn les joignant , on a celle de la totalité 
de celte droite. 

Le plan MM'N'N s’appelle plan projetant y et KL se nomme 
plan de projection. On nomme donc plan projetant d'iine.droite , 
celui qui passant par ccUc droite, est perpendiculaire au plan de 
projection : rinicrscclion de ces deux plans est la projection même de 
la droite. 

est la projection horizontale commune sur le plan KL de 
toute droite située d’une manièie quelconque dans le plan projetant, 
entre les perpcndicnîaires extrêmes- MM' et KN'j en soi te qu'on ne 
peut conclure ni la longueur ni la position d’une droite de l'espace 
de la seule donnée de sa projection sur un plan. 

Supposons lonj >urs)c planhorizontalKL (/V^. u30ctmi platiPQ 
^Dt lui soit perpendiculaire, de telle sorte que leur imcrseciion PP' soit 
perpendiculaire aux parallèles LL', KK': soilla droite MN dans l’espace, 
au-dessus du plan KL , n h droite du plan PQj MM" et KN'' étant 
des pcrpendiculalfes au plan KL, sera la projection hnrizonr 

Zû/cdcMNj de même les lignes MM' ci INN' étant p«Tpendiciilaiics 
an plan PQ , M'N'sera la projection de MN sur PQ, ou la projec* 
tion l'crfica/e de MN. 

Maintennnl si par M"N"on élève un plan perpendiculaire h KL, 
ci par M'N' un plan |H:rpcndiculairc à PQ, rintcrsection de ces deux 
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plans projetans , sera la droite MN de l’espace. Les donne'es de denz 
pmjeciions d’une droite sur deux plans , sont donc des définitions 
sutCsanies de cette droite. 

Dans la pratique, la projection M'N'ne se trace pas snr nu plan 
qni soit reolleaient vertical j on conçoit que ce plan ait tourne autour 
de PP' pour s’appliquer sûr IJi. : alors les points K' et M* se rabat- 
tent , avec le plan PQ, sur le pim LK, en décrivant des arcs des 
points n et m comme centres, et dont les rayons sont les perpendi- 
culaires NVt et M'm abaissées des points W' et M' sur la charnière PP': 
ces points viennent se placer en W”' et M"' sur les piolongcmens des 
ligues , M'm qui sont aussi perpendiculaires h PP', puisque, 
dans la rotation de PQ autour de sa charnière , les lignes et M'/n 
n’ont pas cesse d’etre perpendiculaires à PP^ en n et m. 

On peut supposer on troisième plan passant par PK' et P'Q, et 
qui sera conséquemment perpendiculaire h chacun des deux prentiers, 
et sur lequel on ait aussi projeic' la ligne MN par deux perpendicu- 
laires menées des points M et N h ce plan. 

Ainsi, pour tout présenter dans une figure [Fig. a3a), on supposera, 
ainsi que nous l’avons fait pour un point, trois axes AX, AY, AZ réci- 
proquement perpendiculaires l’un h l’autre^ les deux premiers étant 
supposes dans le plan même de la planche, qui sera le plan hori/.ontal, 
le troisième AZ étant vertical ; ces trois plans seront aussi rcciproque- 
ment perpendiculaires l’un à l autrc : YAX remplacera le plan K.L , cl 
ZAX le plan PQ. Le troisième plan sera conduit par AY cl Taxe 
■vertical AZ. Les trois projections de la droite de l’espace, seront 
dans le plan rcrlical XAZ, dans le plan horizontal 

XAX, cl enfin dans le second plan vertical ZAY. 

Lorsque, pour le tracé, le plan vertical XAZ est rabattu dans lo 
prolongement du plan horizontal XAY, qui est figuré par le plan do 
la planche , les piojeclîons horizontale et verticale X", W', correspon- 
dantes au même point de l'espace, s<mt dans une perpendiculaire 
à l’axe AX, ainsi qu’il est ai>é de ■i’en rendre raison. 
Lorsqu’on sc sert des deux plans verticaux XAZ et ZAY, on imagine 
que celui-ci tourne antourde AZconiinc charnière, jusqu’A venir se 
placer dans le prolongement du premier, en ZAY', emportant avec 
lui sa projection et alors 1rs deux projections d’un meme 

point de l’espace, telles que K', N'", sont sur une perpendiculaire 
l’axe AZ, 
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Ponr bien se reprùcntcr la position de la droite de l’espace, donnée 
par ce système de projections , on imaginera les plans Xa\Z et ZAY' 
qui n’en font qu’un, rcIcTés è angle, droit snr le pian horizontal, 
suivant XAÜ’, puis la portion 'LW tonmant autour de AZ jusrju'à 
ce que Aï’ coïncide avec Aï : alors , si par M'N' et par M"N” on 
élève des plaus respectivement perpendiculaires & XAZ , XAÏ, on a, 
par leur intersection , la droite en question ; elle est encore donnée 
par la rencontre des plans projetans élevés par M'N’, et par M’^K'", 
ou par M‘'N“ct par aux plans qui renferment ces pro- 

jections. 

Ainsi deux quelconques de ces projections isolent complètement la 
droite de l’espace, c’est à-<lire qu'elles en définissent la position. 

On peut, au mojrcn de deux projections, obtenir en longueur 
vraie , la droite de l'espace su( l’un des plans de projection , et nous 
choisirons à cet effet le plan horizontal. ( Fig. a33 ), 

On observera que les points de la droite, projetés horizontalement 
en M", N", et verticalement en M’, N‘, sont à des hauteurs M’to", 
IN' n" au-dessus de M" et N"j en sorte que la droite de l'espace , les 
hauteurs verticales de ses points extrêmes et sa jirojcction horizontale 
WN'', forment un trapèze dont le plan passant par M"N'', est ver- 
tical j si on^ imagine ce trapèze tournant autour de sa base M"N", 
comme charnière , les perpendiculaires extrêmes qui en sont les côtés 
parallèles , le seront constamment & la projection M"N” en N" et M", 
et elles n’auront pas varié de longueur ; ainsi le trapèze rabattu dans 
le plan ÏAX, sera N"NMM", dans lequel les perpendiculaires. 
M’’M, N"N sont égales i M'm", N'n". Ce trapèze supposé relevé 
verticalement sur XAÏ, après avoir tourné autour de M"N", don- 
nera la longueur cl montrera la position vraie de la droite M N d< 
l’espace. 

Toutq)oint du plan horizontal, tel qne R' {Fig. a34 ), se projette 
verticalement en R sur l’intersection AX, parce que ce point R’ est b 
une hauteur nulle au-dessous du phin horizontal : tout point du plan 
vertical ZAX, pris soit au-dessus , soit au-dessous du plan horizontal, 
se projette horizontalement sur la même intersection AX. Ces rcmar- 
qncs vont nous servir. 

Les caractères auxquels on reconnaît qu’une droite de l’espace est 
horizontale , verticale ou parallèle h l’un des deux plans coordonnés , 
se déduiront aisément de la notion de projection. On verra sans peine 
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que y dans le premier cas, les projccüoru Tcrticalcs de la droite, sont 
parallèles aux a>cs AX et Aï j et que sa projection horizontale esc 
i^alc h la droite de l’espace; que , dans le second, la projection ho« 
rizontale est un point, tandis que les deux piojeciions verticales 
sont perpendiculaires aux axes AX et AY, et égales k la droite de 
l’espace. On conclura encore de la di6nition de projection, qiio 
denx droites parallèles dans l’espace ont leurs projections sur le 
m^mc plan, parallèles l’une h l’autre: en efl'et, les inUTSCciions des 
deux plans projetans parallèles par le plan de projection , sont des 
lignes parallèles. Mais ce qu’il est essentiel d’observer, c’est qnc si 
deux points donnés dan» deux plans coonlonncs dont l'un soit ra- 
battu dans le prolongement de l’autre, ne sont pas snr une perpendi*. 
culairc à l’intersection de ces deux plans, ils ne peuvent être les pro- 
jections sur ces pfans, d’un meme poii^ de l'espace. Si les deux pro- 
jections d’une ligne de l’espace sont des droites, la ligne de l’espace 
est cllc'incmc une dit>ilc. 

PRÜ13LÈME PREMIER^ 

Déterminer les points dans lesquels une droite de l’espace , prolongée îndéft-* 

niment, perce les plans horisontal et vertical de projection. {-Fig- a3d }• 

Soient tonjonrs K'M', les projections verticale et ftorizonlal© 

d'nne portion définie d’une droite de Tcspace : cette droite prolongée 
suflisainmcnt, ira percer le plan hoiizontal , cequi résulte visiblement 
du cours de sa proj*eclion verticale Mais le plan suivant lequel 

cette droite se projette snr XAZ, c’csi-à-dirc, le plan projetant, ayant 
pour intersection avec XAZ, la projection verticale ou N'R, 

rencontre le plan horizontal suivant la perpendiculaire BR’ à Taxe 
AX: donc la droite de l’espace étant toute entière dans ce plan, ne 
peut percer le plan horizontal que dans Tuo des poinu de RR'; 
d’ailleurs, la même droite, , en tant qu’elle est aussi contenne dans 
le plan vertical mené par ne peut rencontrer le plan horizon- 

tal qnc dans l'un des points de sa projection W"M" prolongée, donc 
nécessairement cette rencontre est en R' dont la projection verticale 
est R , intersection de la projection verticale W'M' suflisamment pro- 
longée avec l’axe AX. 

Il reste à trouver le point où la même droite va rencontrer la por-- 
tion inférieure du plan vertical XAZ mis en position. Supposons 1% 
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projection horizontale K" M" continuée justpiW l’axe AX en R"; 
R'R" sera la projection horizontale de la portion de la dioitc de 
l’espace, couiprise entre les points dans lestjuels elle perce le plan ho- 
rizontal et le plan vertical dans sa partie inférieure au plan horizontal: 
d’ailleurs comme le plan vertical projetant dont la trace horizontale 
est N"R'', a jronr trace dans la portion du plan vertical , inférieure 
an plan horizontal, la perpendiculaire K"R"' Il AX, le jroint de 
rencontre cherché ne peut être que sur R"R"'j mais aussi ce même 
point ne peut se trouver que sur R R" j donc il sera à l’intersection 
R’" des deux droites qui doivent la contenir. 

Kous allons appliquer les principes précédens & la solation d'iino 
série de questions ayant pour objet de desluire trois de ces six choses, 
savoir : les trois angles linéaires autour d’un angle trièdre et les trois 
angles dièdres entre les faces , de trois quelconques d’elles supjrosécs 
connues. 

PROBLÈME II. 

Étant donnés deux angles linéaires on denx faces, et nne inclinaison non 
comprise, constmire l'angle trièdre. ( Fig. a36 ) 

Ainsi on donne les deux angles on les deux faces DSC, CSB , et 
l’inclinaison dî la face DSC sur la face indéterminée DSX , et il faut 
assigner la limite de cette dernière face , c'est-à dire , construire l’an- 
gle trièdre S. 

L’angle entre les deux faces DSC , DSX , est celui îles deux lignes 
d’intersection de ces deux faces par un plan perpendiculaire è leur 
commune ai éteSDtsi on imagineqncleplan de cet angle tourne autour 
de son côté DE situé dans la face DSC , jusqu’à venir se couclicr sur 
cette face supposée dans le plan de la planche, il sera en FDE. Lors 
donc qu’on voudra se représenter la face illimitée DSX, en position 
vraie , il faillira d’abord concevoir le plan de l’angle FDE vertical, et 
la face DSX qui est encore dans le plan de la planche, tournant 
autour de l’aréte SD comme charnière, jnsqu’h venir s’appuyer sur 
DF. Alors si l’on imagine que la face donnée CSB qui est représenr 
tée dans le prolongement de DSC , tourne autour de l’aréte SC, elle 
engendrera par son arête SB la surface d’un cône ayant son sommet 
en S J et suivant la relation qui existera entre les angles FDE , CSB 
donnés , il arrivera que ce cône coupera la face illimitée suivant deux 
arêtes, ou que cette (ace lui sera tangente, c’est-à-dire qu’elle le touchera 
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luÎTant une arête, ou enfin q<iVlle no le rencontrera pas. Dana le pre> 
mier cas , il y aura deux angles trièdres possibles j un sent dans le se- 
cond J et enfin le problème sera impossible dans le dernier. INons con- 
sidérerons ici le cas de deux intersections , parce qn’U renferme le 
second. 

Du point D je mène un plan vertical perpendiculaire & l’arête SC ; 
il coupera la face illimitée en position vraie , suivant une droite, et la 
face donnée CSB , suivant une ligne qu’on voiten KG dans le rabat- 
tement de celte face sur le plan horizontal. Que la face CSB rclonme 
dans sa position vraie , le point G sc mouvra sur une circonférence 
GHLI, etc. dont le centre sera cuK, le rayon KG, et dont le plan sera 
vertical ; dans riiypothèsc que nous faisons , cette circonférence qui 
est la trace du point G dans l’espace , et qui est toute entière sur la 
surface conique décrite par SB, est rencontrée en deux points par 
rintcrscclion avec la trace illimitée, du plan vertical mené' par D, plan 
dont la trace boiizonlale est DK ; il s’agit donc de trouver ces points de 
rencontre. , 

A cet efiet , supposons an point K une verticale prolongée jnsqu’it la 
rencontre de la face illimitée en prosition : sil'on conçoit parson extré- 
mité, une parallèlcà SD, on une horizontaledansla face illimitée, bori- 
zontale {irolongéc jusqu’à la rencontre du côté DFcn position,ct qu’on 
imagine un plan par cette horizontale et par la verticale en K , lequel 
rencontrera le plan horizontal suivant KE, et le plan vertical de l’angle 
en D, suivant EF, on voit que la verticale cnK jusqu’à la face illifaitée, 
sera égale à la hauteur FE, et que les pminis de rencontre de la circon- 
férence GHLI en position et de la trace que laisse dans la faefc illi- 
mitée , le plan vertical suivant DK et la verticale en K , seront ceux 
qu’on cherche. * 

Imaginons maintenant que le triangle vertical formé par DK, la 
verticale en K et la trace dans la face illimitée , tourne autour de DK 
comme charnière, jusqu'à sc rabattre dans le plan de la face DSC, 
c’est-à-dire, dans le plan de la planche j la verticale passera tonjonr* 
par K , et ne cessera pas d’étre perpendiculaire à DK ; conséquem- 
ment elle viendra sc placer suivant KC ; et si l’on prend K m = EF , 
son extrémité tombera en m: d’ailleurs la circonférence décrite de K, 
comme centre, avec le rayon KG, rabattue sur le même- plan, est 
GHU : done menant D m , et prolongeant cette ligne, les points do 
rencontre L et H seront ceux qu’on cherche. 
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En rflct, qn'on se repri'sente tout en position Traie, on verra aise* 
ment ([lie les poigts L et S , H et ü dcterniincnt les (leux limites de la 
face indéfinie. En observant <(uc , dans tontes les positions de cette 
face antonr de SD, le point L , par exemple, est toujours sûr une 
circonfcrcncc décrite do D comme centre , avec DL comme ravon , 
circonférence ({u'on peut décrire sur le plan liorizontal, et qui est 
LX', et qu'anssi ce point qui coïncidait avec G dans la pyramide 
formée , cal loujouis sur une autre circonférence décrite dn centre S 
avec le rayon SG , et (ju’on voit en GIX', il sera facile de rccumiuitie 
qne SX' est une des limites. La seconde limite SX sera donnée par 
l'intersection X des circonférences HX et GX'X. 

Il n'y a qn’utic pyramide possible lorsque la ligne Dm est tangente 
h la circonférence GHLI : le,probl6me n’a pas de sointion , lorsque 
celte ligne D m ne rencontre pas la circonférence. 

PBOBLÈME III. 

Étant données denx inclinaisons et la face adjacente, tronver la troisième 
arête ou les deux antres faces do l'angle triédre. aS; ). 

Soient B SC la face donnée dans le plan liorizontal, F DE, 
F'D'E' les deux inclinaisons connues: il s’agit de limiter les deux 
autres faces. 

Concevons les plans FDE, F'D'E' perpendicniaires sur SC et SB , 
dans leur position vraie, c’est-b-dire , verticaux ; prenons sur les eûtes 
DF, D'I' deux points G, G', de manière que DA ou O g = G'g', 
et menons par ces points qui seront & même hauteur au-dessus du 
plan horizontal, des horizontales dans les faces illimitées [ elles iront 
concourir en un point de l’arétc inconnue, dont la projection horizon- 
tale K est facile à trouver : en elTct , les [lointsG et G' de l’espace étant 
projetés horizontalement en g et g' par les perpendiculaires Gg et 
G'g', les projections horizontales des horizontales de l’espace , seront 
les parallèles g K , g'K' aux arêtes horizontales SC , SB. 

Si l’on fait mouvoir les jilans SD'F', SDF, qui sont les positions 
vraies des faces illimitées , l’un autour de SB , l’autre autour de SC , 
iusqu’Ii ce qu’ils viennent en BSX’, CSX dans le plan horizontal , 
le point de l’arête inconnue dont K. est la projection horizontale, 
viendra se rabattre snr l’nn des points des perpendiculaires K.L', KL 
aux arêtes SB , SC j de plus ce point restera h une distance dn som- 
met, S égale h l'hypoténuse d'un triangle rectangle qui a pour cûtés 
«djacens li l'angle droit, SK, g'G' ou Ggj donc, dans le développe- 
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ment, ce point sera aussi sur le cercle LIL' décrit de comme 
centre, avec celle liypotc'nuse pour rayon, et par^con^rpicnt il s« 
trouvera h la rencontre de ce cercle L1L qu’on peut décrire dans la 
plan fioiizontU, et de chacune des perpendiculaires IvL' , KL, 
qui sont les traces horizontales des plans verticaux des cercles que 
décrit le point dont K est la projection, lorsque ce point est em^iorté 
avec les faces SD'F' et SDF : donc D'SL', DSL seront les faces 
cherchées. 

Nous ferons connaître le procAle' graphique qui donne la Iroisiitne 
inclinaison , ou l’angle entre les faces BSX', C.SX ( Fiÿ. a38 ). 

En supposant toujours la face BSC dans le plan horizontal , nous 
coupeiuns le Irièdic par un plan vertical XBC , en sorte que les 
deux autres faces seront .SBX et SCX , et il s’agira de tionvsr l’.nngle 
entre ces deux faces, puisqu’on connaît dej.’i les autres inclinaisons, 
L’arétc SX suivant laquelle se coupent les faci-s SCX , SBX , percera 
le plan horizontal en S et le plan vertical en X. Comme le point X a 
sa projection horizontale en R, snr l’intersection BC des deux plans de 
projection , XR étant perpendiculaiie .i BC, et cpie S est dans le plan 
horizontal, RS sera la pi ojecliou boi izomale de l'aréte SX. L’extremitil 
S est projetée verticalement eu Q par la perpentliculaire SQ sur 
BC; l’autre extreiuitc X est sa projection verticale; doue QX est la 
projection verticale de l’aréte SX. 

Imaginons un plan perpendiculaire en un point quelconque de 
l’aréte SX , et conséqueipinenl perjvendiculairc au plan SRXsnivant 
lequel cette arête se projette horizon taleiiieni , et soit MN sa trace 
horizontale : ce plan coiipeia les faces SCX , SBX suivant tleux 
lignes qui formeront entre elles un angle oppose li MN, lequel scia 
l’angle cheiv hé. 

La trace horizontale MN sera perpendiculaire h la projection hori< 
zontale SR de l’aréte SX , puisque MN et SR sont les intersections 
de deux plans pcipendiculaircs entre eux, par un troisième plan qui 
est BSC. 

La droite menée du sommet de l’angle cherché, i l’intersection P 
de SR et M N , est la hauteur du triangle formé par M N et par les 
denx côtés de cet angle, ce qu'il est facile de voir, en observant que 
la projection hoiizomale de son sommet, est en quelque point de RS , 
trace horizontal du plan projetant de SX qui contient ce sommet. 

Si l'on fait tourner ce triangle autonr de MN, comme rhamière, 
jusqu’il ce qu’il vienne se coucher sur le plan horizontal vers S, sa 
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Iiautcar passera toujours par P, et ne cessera pas clVtre perpendicn- 
laire h MN en ee point, en sorte que l’aiure extrémité qui est le 
sommet de l'.ing e, ri. ndia sc~rabattie sur un des points de ia droite 
PS, en T, par exemple. 

Pour trouver la longueur vraie de la liantenr PT qui , en position 
vraie, est perpendiculaire II SX, supposons que le triangle SRX 
tourne autour de HX comme cliarnière, jusqu'il venir s appliquer 
sur te plan vnticalj le point S déciira dans ce mouvement un arc 
S S' de R comme centre, avec le rayon HS, en sorte que l’aréte SX 
se placera en XS'j le point P aura décrit l'are PP' de même centre 
avec le rayon RP : si du |ioiDt P' on mène P' P" perpendiculaire sur 
S'X , on aura la hauteur PT = P'P" qui , comme nous l'avons vu, 
fait ttouver le point T, cl conséquemment l'angle cherché MTN. 

PROBLÈME IV. 

Cünn.iissant dans un angle trîMre deux faces et rinclinalsen comprise, 
dcteruiinrr la tioisiéme face. (/^. 3^9 }. 

Soient BSC , BSD IA deux faces données développées snr le plan 
de la face BSC, supposée linrizonulc: ayant mené un plan ABD 
perpendiculaire II la droite SR, lequel coupe la première face suivant 
l)ü, et la seconde suivant AR , l'angle FRD entre AB et BD , lors- 
que la face BSD est en position vraie, sera l'inclinaison donnée de 
1a face ASII sur ia face BSC. L'aiéte SA partant rie sa position dans 
l'espace , et tournant aiituiu- de SB comme axe, engendre la surface 
d’un cône droit dont la section par Ic^lan vertical ABD qui con- 
tient l'angle vertical FBD, est le cercle AoF dont le centre est B, et le 
rayon Bt'=B.\ , cercle dont nous supposerons le plan rabattu sur le 
plan horizontal. Le point F en position vraie, donc la projection hori- 
zontale esc D , appartient .H l’arétc cherchée dans l’espace. Qn’on fasse 
tourner celte arête autour de S C comme axe , elle eugemlrcra la sur- 
face d’un c6nc droit , et le point F, en tant rju’il appartient à l’aréle 
inconnue SX , décrira un cercle qui sera la hase de ce cône , cercle 
dont lu trace horizontale DEL est perpendiculaire h SC : hr troisième 
face cirerchéo étant ainsi appliquée dans le plan horizontal , le point 
F doit tomber snr DL , et parce que sa distance è S n'a pas varié, 
il doit être sur le cercle décrit de S, comme centre, avec le rayon SA: 
ce point est donc en L , et la face cherchée est CSL. 
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PROBLÈME V. 

Étant données les trois faces d’an angle triédre, trouver les trois jnclina)» 
sons. 34 o). 

Supposons la pyramide dt^'eloppce sur le plan de la face BSC 
qui est toujours celui de la planche, en sorte que les deux autre» 
faces soient en CSD, BSD': apres avoir pris SD= Sî)', nous ine- 
neroQs par D et D' deux plans pcrpendicniaires aux arêtes SC et SB, 
dont les traces horizontales serout DO, DO. Si on imagine la pyra> 

.. mide formée, les droites EO et ED, EO et E'D' formeront deux 
angles dont les plans seront verticaux, et qui mesureront les inclinai- 
sons des faces^SD, BSD' sur la face BSC. Il s'agit donc de trouver 
graphiqnenieni ces angles. Les points D et D' réunis en un seul dans 
l’espace, ont pour piojcxtion horizontale le point O, puisque dan» 
les mouvcnicns de rouition des faces CSD, BSD^ autour des char- 
nières SC , SB , ils décrivent des arcs de cercles , dont les projections 
horizontales sont DEO, D'E'Oj en sorte que la liautcnr verticale 
de D ou de D' au-dessus de O , les droites OE et ED forment un 
triangle rectangle dans lequel l’angle opposé h la verticale est l'incli- 
naison de CSD sur BSC^ l’angle OK'D' en position, est aussi 1 incli- 
naison de BSD' sur BSC. Si on fait tourner le triangle rectangle OED 
en position vraie, amour de OE comme charnière, jusqu’.^ ce qu’il 
se rabatte sur le plan horizontal , la hauteur verticale tombera suivant 
OK. perpendiculaire h OE ou parallèle h EG j l’hypoténuse ED 
n'aura pas varié de longuen^: ainsi décrivant de E, comme centre, 
avec le rayon SD, im arc de cercle DK. , l’angle OKK sera l’incli- 
naison de la face CSD sur BSC. On trouvera, par la n)éme cons- 
truction , i’anglc OE'iv', inclinaison de l’autre face D'SB sur BSC. 
On doit avoir OK.'.r-OK , piiKsquc dans l’espace, les points K. et K.', 
O et D' se réunissent on un seul. 

' U reste à trouver la troisième inclinaison , question résolue précé- 
demment. 

Remarque. Les six questions qu'on peut se proposer sur laugle 
trièdre , «avoir : . • , 

Etant données deux faces et une inclinaison non comprise^ 

2 ^. Etant données deux inclinaisons et la face adjacente j 
Connaissant deux faces et rinclinaison comprise j 


Digitized by Coogle 



DE GÉOMÉTRIE. ■71 

4". Étant données les trois faces d'un angle trièdre; 

5 °. 'i'rois inclinaisons étant données ; 

6°. Deux inclinaisons et une face à laquelle une seule de ces incli- 
naisons est adjacente , 

construire l’angle trièdre , peuTeut être réduites à trois par la consi- 
dération du trièdre suppléuicntairo ( XVI , iliéor, IV) , et d'ailleurs 
CCS questions ont été résolues par la trigunométrie spbériquc (XVUI). 


Les bornes de cet oi\rragc ne nous permettant pas de nous éten- 
dre davantage snr les applications de la mélliodc des projections , 
nous ne pouvons que renvoyer à l’ouvrage de M. Monge. 



CHAPITRE XXIV. 


De la polygonomélrie et du levé des plans. 

1». POLVGONOMÉTRIE. 

Oit entend par poljrgonométrie , l’art de déterminer dans nn 
polygone rectiligne quelconque, plusieurs de ses parties it l’aide de 
celles qui sont connues. Pour clTcctucr de telles opérations, il faut 
donc, comme dans les triangles, connaître les diverses relations qni 
existent entre les cdtés et les angles d’un polygone. 

La pofyédrometrie est aux polyèdres ce qu’est la polygonométrla 
•nx polygones : cette partie do la géométrie, dans laquelle on consi- 
dère les diverses relations entre les angles dièdres ou plans et les 
angles linéaires, est encore trop peu avancée pour former une doc- 
trine complète, et par cette raison fions renverrons le lecteur & ce 
que nous en avons dit dans le recueil des théorèmes qui fait suite aux 
réciproques. 

THÉORÈME PREMIER. 

Dans tout polygone, chaque côté est égal é la somme dos antres mnltipliés 
chacun par le cosinus do l'angle qu’il forme avec le premier côte. 
(Fîg. 3 hl). 

Ce théorème est évident h rinspection de la figure ; car dans la 
quadrilatère ABCD , la base AB est égale à la somme des segmens 
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\d , de , c B determinc's par des pcrpendiculairei abaisséa des som-* 
mets D et C stir cette base , et cliacuii de ces segmens est égal Ji 
lliypotc'nuse d'iin tiiungle rectangle, maltiplié par le cosinns de 
l’angle que fait avec AB chacune des hypoténuses AD, DG, CB 
prolongées snlEsammenl. Posant donc AB = a, BC=6, CD = c, 
DA = J, et désignant par (a , i ), ( a, c ), (a, d) les angles entre 
les côtes a et ô , n et c , a et d, on aura ( XI. trig. ) 

a — b cos (a, ô) -t- c cos (a, c) H- dcos (a, d). 

Remarque. Cette proposition qui sert de base à la tbe'orle, n'est 
pas restreinte anx polygones plans. 

TBÉOHÈUE II. 

Dans font polygone ^ la somme des côlfs multipliés chacun par le enatnus de 
Tangle que forme sa direclîon dans le sens du périmètre, avec une droite 
quelconque tracée À volonté dans le pl>n de ce polygone, est égale é sére. 
{Fig. ^ 4 j). 

Soit AX la droite ô laquelle on rapporte tous les côtû du poly- 
gone ADCB, et nommons x cette droite indeCnie: si du point 
B on abaisse sur A^ la perpendiculaire Bô , on aura en vertu da 
theorime precedent, et en faisant usage de la notation adoptée. 

Ai = ô cos (]ô, x) -t- c cos (c, x) d cos (d, x) j 
d’un autre côté le triangle rectangle AB b donne 
Ab z= a cos. BAX ; 

donc ^ 

a cos. BAX = b cos (ô, x) -f- c cos ( c, x) .4- d cos (d, x) 1 
I . . 

mais on sait qne cos ( aoo“ — z) = — cos. z ; partant 

cos. BAX = — cos. BAX' = — cos (a, X } ; 
donc enfin • 

a cos (a, x) -t- 6 cos (i , x) -t- c cos (c, x) -t- d cos ( d, x)=o. 

Remarque. Les angles (d, x),(c,x),(ô,x), {a, x) sont Ica 
mômes que les angles (d, a) , (c, a) , (ô , a) du théorème précé- 
dent , dans lequel le côté AB tenait lieu de l’axe AXj et an lien de 
l’angle ( a , x } = BAX qui serait nul dans le théorème cité , et dont 
le cosinns serait l’unité, on prend ici, conformément à l’énoncé, 
l’angle supplémentaire donc le cosinus est] le môme, à la différence 
près du signe. 
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THÉORÈME III. 

« 

IDans tont polygone , le qnarré d’on cdiA quelconqne est égal d la somme dea 
qnarrès de tous les aptres côtés, moins deux fois les produits de tous cea 
autres côtés multipliés deux à deux et par le cosinus de faugle qu’ils com- 
prennent. o4r ). 

m 

Posons toujours AB = a , BC=6, CD =c nDA = d.,.. on aura, 
par le théorème I. 

(i) a = 6 cos (a, 6) - 1 - c cos (a, c) d cos (a, d) 

(a) b = a cos {b, a) -H c cos (4, c) -+- d cos (b, d) 

f (3) c — a cos (c, a) -f- 4 cos (c, b) d cos {c, d) 

(4) d = a cos {d, a) b cos (d, b) -t- c cos (d, c) } 

en observant qne pour passer de (i) à (a), il ne faut que changer 
dans (i) a en 4 et 4 en a J que pour passer de (a) è (3) , il ne faut 
que changer dans (a) 4 en c et réciproquement c eh 4 , et aingi des. 
autres. 

Multipliant par a la première équation, la seconde par 4, la troi- 
sième par c , la quatrième par d, etc. , et 4tant la somme des der- 
niers produits du premier, il viendra 

m’ = b‘ -t- c’ + d‘ ■+■ etc. — a r 4 c cos (4, e) ->r b d cos {b,d) 

• * 

• + cd cos (c, d) -t- etc. 

ce qui est la propriété énoncée , et on remarquera que celle du trian- \ 
gle obliqnangle ( VIII. théor. III et IV,) n’est qu’un cas particulier do 
ce principe général. En effet , pour d = o et AC éikut c , cette for- 
mule se|rédoit h a’ = 4’ -I- c’ — a 4o cos (b, c) : mais si de A orf 
mène la perpeudicnlaire A a' sur CB , on a Ca' = c cos ( 4 , c ) ; donc 

ÂB* = Sc* -f- ÂC* — aCB -f- Ca. 

t 

Pour introduire dans la formule ci-dessus les angles mémo dn po- 
lygone que nous supposerons de quatre côtés , on remarquera qne 

(4, e) = C , (4,af) = C -+- D — aco**, (c, d) = Dj 

donc 

i8 

( 
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a* -h c* -+• 

— 2 ^6c cos. C — M cos. (C •♦- D) ■+■ cd cos. D + etc. j 

Poar le pentagone» on trouTerak 

a = &*-+- c’ c7* -+- e* 

t 6c cos C — 6(i cos ( C •+• D ) H- 6e cos ( C -t- D -t- E) ) 
“ “ ( + c<f cos. D — ce cos ( D + E ) -hde cos. E 5 

propriclé qu’il sera tacile d’tUcndre h des polygones d’un nombre 
quelconque de côtes. 

THÉOEÈME IV. 

le doatle do l’sire d’une figure rectiligne quelconque, e»t égel à U somma 
des prodniU de ses c4tis , excepté un , multipliés deux à-deux , et par 1a 
sinus des angles qu’ils comprennent (Fig. a4i ). 

Pour simplifier, prenons^un qnadrilalôre : si on prolonge CD et 
BA jnsqu’à leur rencontre en O, on aura 

S — surf. OCB — surf. ODA; 
dotent ÔA =: «, OD = r : on sait que 

surf. OCB= ^ ^ - = i («-+•>) («-é-tsjein. O, 

„ OA X Dd , . rt 

surf.ODA= =î*ysin. O; 

en observant que C e = (c -t- > ) sin. O et Ddr^V sin. O : conté- 
qoemmeDt 

g _ i (c -t- (a -+- <*) sin. O — I '«V sin. O 
^ ^ \ ac sin. O -t- â aV siu. O •+“ a ao s^n* ®s 

d’aflleuTS le trianflc ODA donnant 

! v d sin. D 

I • = sin. O 
on aura > d sin. A 

) ^ ^in. O” 

et la valeur de S deviendra 

S =i 3 oc sin. O -+• 3 «f «n. \ \ ed sin. D. 

On peut introduire dans cette formule les angles du polygone; 

car * J Tk . 

(a, c) = O = A -1- D — 300“', (a, d) = A,(e, d)~-V; 
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ad s!n. *A — ao ain (A -f- D) 4- crf sin. 


D) 


Un prOcÀlé analogue donnerait pour l’aire du pentagone ABCDE, 
{Fig. a43). 



at sin. B — ac sin (B-*-C) 4 - nd sin ( B -t- C 4 -D) 
ic sin. C-^id sin ( 04 * 0 ^ 4- cd sin. D 


On composerait facilement des formules représentalires des aires des 
autres polygones. 

Remarque. 11 faut observer, i”. i{n‘U ^agit ici, comme dans les 
formules prece'denics, des angles imerienrs du polygone; 3 °. que le 
principal avantage de ces forranles consiste «n ce qti’elles dispensclu 
de construira nne figure; elles se placeraient sons une forme plus 
symétrique relativement aux signes, si au lieu des angles intérieurs 
du polygone, on employait les angles extérieq^s , c’est-à-dire , ceux 
qui sont formés par nn cdté de la figure et la prolongement du edtc 
suivant. 


PROBLÈME PREMIER. 

Connaissant dans le qnadrîlatère AB CD, les cAtSs d, e, d. et les angles 
A , D, on en demande les antres parties {Fig. o4i ). 

En conservant les notations employées (Théor. 1} , on voit snr-lc- 
champ que la perpendiculaire Ce à A B, est en même temps égalé à 
h sin ( 4 , & ) et à c sin ( u, c) 4- d sin {a,d)j donc 


l sin {a, b) =;= c sin {a, c) 4- d sin (a,d); 
«’est-à-dire , 

b sin. B = d sin, A — esio (A-V* D), 

formule qni donne l'angle B. Pour trouver le c6ié a, on mènera de 
A une perpendiculaire A a' sur CB, et on aura, comme ptécé- 
deouuent , 

' U sin ( &, a) =c c sin (b, c] -t- d sin {b , d) 
formule qui devient 

a sin. B ta c sin. C — d gin. ( C 4- D 
Les angles A, D, B étant connus , on a 

’C = 4oo« — (A ÿ- D 4-B), 

•t cotuéqnemmeqt on peut calculai a. 
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On pourrait encore recourir !> la formule • 

a ^ b cos (fl, b) c cos (a, c) cos (a, <î), 

démontrée (Théor. I). 

De ces (leux formules 

i cos (fl, 4) = a — c cos (a, c) — (/ cos (a, d) 
h sin {a, b) = c sin (a, c) + d sin (a, d), 

on tire par la division 

^ d sin. A — c sin ( A -t- D ) 

® J ) n — d cos. A 4- c cos ( A D ) » 

et , par la m^me raison , 

^ sin. D — 6 sin ( C D) 

tang. ^ ^ D •+• i cos (C h- D ), 

formules qui serviraient & évaluer le troisième angle d’un quadrilatère, 
si l’on connaissait trois de scs cAtès et les angles compris entre ces 

cAtes. ^ ^ 

PROBLÈME n. 

Résoudre le pentagone AB C D E. ( Fig. a4ï ). 

Après avoir abaissé les perpendiculaires C c , £ e sur A B , et mené 
les parallèles Dd', Ee' à AB, on trouve ces deux valeurs de Ce, savoir 
b sin. B cl c sin ( c , fl ) -t- d sin ( d, a ) + e sin. A j ainsi 

» 

b sin. B = e sin. A -t- d sin (d, a) -+• c sin (c, a). 

Or si l’on suppose les côli/s DE , CD prolonges j usqu’à la rencontre de 

BA , on a . _ 

l’angle (d, a)=A-+-E — «•; 

l’angle (c,a)=A + E-t-D — asr, 

tr e’tantla demi-circonfe'rencc : on a donc 

b sin. B = e sin A — d sin ( A -t- E) -H « sin. ( A -t- E -t- D ). 

Mais, si an lieu de calculer B, il fallait déduire de celte relation la 

valeur de l'angle A , on serait obligé de développer les facteurs dans 
lesquels cet angle se trouve eugage. On aurait ainsi 

b sin. B = e sin. A — d sin. A cos. E — d cos. A sin. E ’ 
H- c sin. A cos ^ D -t- E ) + e cos. A sin (D + E ) , 

et après avoir substitué pour CW( A sa valeur V • ‘ 
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t’ÎDConnne A serait donnée par nne équation du second degréi 
Pour 6 = O , le pentagone se change en quadrilatère, et la formule 
précédente donne , après ladirision par coa. A , 

. </ sin. E — c sin (D E) 

•angi g — J É -t- e cos (D -t- E)’ 

et comme alors l’angle D devient C, l'angle E devient D » O: devient 
J, d se change en c, et c en b , comme on le voit en passant de la 
figure 343 è la figure 341 , (on a, ooaime ci-dessus 


tang. A 


c ain. D — b tin (C .+• D) 

d —■ e cos. D + 6 cos. ( C -t- D ) * • 

PROBLÈME III. 


Évaluer la aurfice d’un polygone, connaissant l’nn de aea cMèset les angle# 
aux deux extrémités de ce côté , entre ce même côté et les autres sommets 
dn polygone. ( 1-Hg. a44 ). 

• 

11 n’est pas toujours possible de mesurer tous les côtés et tous le» 
angles d’un polygone; souvent même on est réduit à prendre pour 
base unique un de ces côtés , et à- déterminer les sommets des angles 
par des intersections. Nous allotu montrer comment on peut, daos- 
«e cas , évalner la sarface. 

Soient ABCDE le polygone proposé, AB = a la base mesurée ; 
soient en ontre les angles observés au point A 

EAB = • , DAB = t , CAB = y, 
les angles observés au point B , 

EBA = t', DBA ï= é',.CBA =>': 


surf. EAD = 
mais le triangle AEB donne 


AE X AD 


sin. £ 1 AD ; 


sin (s -é- «') r O = sin. s' : AE = 
le triangle DAB donne 


sin (J" + i'] : a = sia,. J'' : AD = 


sin ( I -t- a') * 
a sin. if' 


sin ( / -t- 


donc 

e T~ 1 t-v a’ sin. a'sin. sin (s — <T'l, 

surf. EAD = : jr : r-r 

3 sm ( a -t- I ) un ( / -t- <f ) 
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on ironvei^t d« b même manière 

V 

V /T* sin. sin. >' sin ( / — y) 

mit. DAC - ^ ( . - ji, .1, ^ . 

■„f.cAD= ■•• 

a an (î' -^- > ) 


Par cotoJt^neat l’aire djciehee «rt 

iin. •' >in. J* «in ( « — / ) 

«in (• + •') «in 
, sin. /' «in. >' i»in ( <T — > ) 

"* sin /')»in (>-<->') 

sin. V sin. >’ • 

' sin (V -*->') ■ 

Prenant le point B pour sommet commuif des triangles qui composent 
la surface du polygone , on parvient à 

sin. y sin. / sin ( y ' — J**) * 

sin ' y y’) sin ( / -+- 
, sin. t sin.')' sin (rf' — )') ‘ 

sin (<f -t- )') sin (V -*->*) ‘ 

sin. ( sin. i' * 

+ "in ( . -l»'sT' 

Les premiers essais en ce genre sont dus à Lambert , mais ca 
grand géomètre ne s'occupa que des quadrilatères; après lui d autres 
savans élendirfcnt cette théorie , et entre autres Lerell, dans deux 
excellentes dissertations insérées dans les 19' et ao' volumes dm 
Mémoires de Pétersbourg^ MM, Otmlier de Genève et Carnot , 
membre de l’institut national , ont enrichi la polygonométrie et la 
polyédrométrie de leurs propres découvertes. Voyei encore «nr cette 
matière le n“. 5 g et suivans du Traité de Topographie , d Arpentage 
et de NivelUntent , par M. Puissant. 

a». LEVÉ DES PLANS, 

Former la carte d’un pays de peu d'étendue , c est construire «or 
le papier une 6gure semlAible à celle du terrain dont les différentes 
parties sont supposées projetées sur un plan horiioUtal par des per- 
pendiculaires abaissées de tous les objets sur ce plan. 

On nomme carie topographique ou pim , le dessin qui représente 
tous les détails d'one contrée ou d’oue domaine, 


aorf. ABGDE qc i a“ 


surf. AEDCB = ^ 
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Qoant anx cartel embrasiant beaucoup d’etendae de payi, et 
n’oflrant que let objets les plus rcmanjuables , ou les appelle caries 
géographiques. 

Pour déterminer les positions respectires des principaux pointa 
d’un plan , il faut considérer ces points comme les sommets des an- 
de triangles qui , par leur enchaînement, forment snr le terraia 
un réseau continu dans tons les sens. Ces triangles rcanissent las 
conditioos les plus avantageuses , lorsqu’ils sont les plus grands pos- 
sibles, qu’ils approchent le plus de la forme équilatérale , et qu'ils 
sont lirâ an moins ^ une ligne principale ou base. Lorsque cette base 
«t les trois angles de chaqnc triangle sont mesnréa , on a tons les élé- 
mens nécessaires pour calculer de proche en proche les distances entre 
les objets, ce qui constilse le canevas du plan. C'est en cela que 
consistent les opéraliorts géodésiques. 

Nous ne nous arrêterons pas h décrire las deux instrnmens cm- 
ploycs h la mesure des angles, savoir, le graphomitre qui n’est plus 
gnères en usage que parmi les arpentenrs , et le cercle répétiteur de 
Borda , instrument précieux employé depuis quelques anuées. C’est 
priocipalemeat dans les grandes opérations géodénqnes^sMnme 
celles qui ont pool objet la mesure d'un are du méridien , ou le lève 
trigonométrique d'nn grand État, que le cercle répétiteur est indisr 
pensable. (Voyez , suc ce sujet , le Traité de Géodésia de PuusaM , 
et la base du Système métrique, par M. Def ambre). 

Lorsqu’on lève la carte d'un pays , on n’est pas toujours le maître 
de placer des signaux commodes pour l’observation , tels que ceux 
qui sont formés de pyramides creuses, etc. 11 faut souvent profiter 
des clocfasri , dés tours ou d’autres objets élevés qni sont let sommets 
des angles des triangles du réseau. De lit la nécessité fréquente d’obser- 
ver h quelque distance de nœ du signal, qoi est le centre de la station, 
centre qui peut être visible et accessible , ou invisible., il faut alors 
réduire les angles observés au centre de la station , ainsi qu’il est en- 
adgné dans les ouvrages cUés ci-dessus. 

Leg angles ainsi réduits an centre de la station, se réduisent ensuite 
h ilwrnon, quand les angles de position ne sont pas sitnes dans le 
plan honzonial que l’on imagine passer par le centre de l’instrument : 
la projeefion sur ce plan de l’angle incliné , se nomme réduction 
k l'horizon. Lat raison de cette réduction est que , dans le système de 
projection adopU pour repiéseater les positions respectives des ob- 
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jeu , on ne contidire que des distances horizontales , et qu’ainsi it est 
necessaire , ponr calculer sous cc point de vue les côtes des triangles, 
de réduire leurs angles an plan même de ces distances : il existe des 
tables qui abrègent considérablement ces réductions. 

Lorsque les angles des triangles de la grande chaîne, sont réduits i 
l’horizon , on njoulc ceux d’un même triangle , et la somme que l’on 
obtient surpasse nécessairement deux angles droits, parce que les 
angles ajoutés sont ceux d’un triangle sphérique, dont les côtés très- 
peu courbes, à la vérité , représentent les distances curvilignes com- 
prises entre les verticales des stations (*). Ensnite l’excès dont il 
s’agit , et qni est en même temps alTecté de l’erreur de l’observation , 
est réparti indistinctement par tiers sur les trois angles du triangle. 
Quanti ces angles sont ainsi réduits ô ne valoir que deux angles 
droits , on procède au calcul des distances en les considérant seule- 
ment comme des côtt's de triangles rectilignes : ils sont néanmoins 
des arcs de grand cercle de la sphère, dont le rayon est le même que 
<%lui de la ligne géodésique ou de la base réduite préalablement h nu 
niveau constant, c’est-à-dire, à un arc de grand cercle. 

.Au lieu de ramener par celle voie la résolution des triangles sphé- 
riques à celles des triangles rectilignes , on peut ramener les angles 
horizontaux aux angles entre les cordes qui soutendent les arcs entre 
les stations : alors les triangles à calculer sont réellement des triangles 
rectilignes J cette réduction est pratiquée par quelques géomètres, et 
noiamniaut par M. DeUunbr»^ Après avoir ainsi réduit Mus les 
angles borizentaux aux angles outre les cordes, on résout les trian- 
gles do la chsine à l’aide de la base mesurée, et de ce principe de 
trigonométrie rectiligne, que dans les triangles les sinus des angles sont 
proportionnels aux côtés opposés. 

. sPnisqoe les triangles dont .le canevas d'une carte est formé, sont 
liés Iss uns aux autres, il s’ensuit qu’il suffit, à la rigueur, de cou- 
nallvo On de mesurer un seul de leurs côtés , pour pouvoir calculer 
tonies les distances entre les signaux onries sommets des angles. La 
mesure: de ce côté ou de cette base , est nne des opérations les plus 
délicates et les plus importantes de la géodésie. Il est essentiel qu’une 
base ne soit pas trop petite , qu elle soit établie sur un terrain de 


(*} La somme des angles de tout triangle spfaèriqne, est moindre que sis 
tt plus grande que deux angles droits (XVII. Uièor. IX, coioU I et U], 
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niveau, ou ptmôt <pie la lipnc gëodesitpie <^i la représente, soie 
droite , et <{ue sa longueur soit réduite 5 l’horizon , ou au ni«;an de 
la mer. Ceux ({ui voudraient connaître les véritables procéilés h em- 
ployer pour la mesure d’une hase, dans les grandes opérations géo- 
ck'siques , les ironvcront développe^ dans le grand ouvrage de 

M. Delamhre , et dans le Traité de Géodésie de Af. Puissant. 

Un plan est orienté ^ lorsqu’on connaît l'angle qn’une de ses lignes 
principales fait avec le méridien terrestre, parce qu’alors on peut 
assigner la place de chaque objet à l’égard des quatre points cardi- 
naux. Cet angle que l'on nomme atimuth , donne la direction des 
côtés du triangle par rapport h la méridienne terrestre. 

Lorsqu’on ne s’attache pas à une exactitude rigoureuse, on peut 
former le canevas d’une carte de la manière suivante; 

Soient (jPVg. 245 ) A, B, C, D, F, G, H, K, Ldes points fondamentaux 
d'un plan, points qni sont représentés par des signaux naturels on arti- 
ficiels que l’on établit convenablement, en faisant la reconnaissance 
du pays. On dessinera à vue tous les objets sur un croquis ou hrouil^ 
Ion y sur lequel on doit noter les diil'crentes mesures que Ton prendra 
dans le cours des opérations , et l’on y tracera la base AB , des extré- 
mités de laquelle on aperçoit plusieurs des points C, D, F.... , ayant* 
soin, comme nous l’avous déjà observé, que cette base ne^soit pas 
trop petite par rapport à la distance de ses extrémités aux points 
visibles. Knsuite on mesurera au point A les angles CAB, DAB, 
HAB , FAB , GAB. Ces observations étant faites 5 la première sta- 
tion A , on ira en faire de pareilles h la seconde station B , c’cst-à'<iire, 
qu’on relèvera les angles CBA, DBA, HBA, l'BA, GBA; enfin, 
on mesurera la base AB. On voit que, de cette manière, on con- 
uailra dans chacun des triangles ACB , ADB.... un côté et les angles 
adjacens : on calculera donc facilement (trig. ) les distances AC, 

AD, DB...., à l'aide desquelles et de la base AB,ondélcrmi^|a8urlc 
mis au net y et d’après l’échelle adoptée, les posiiions resp^^Bpdes 
points C, D, F, G, H, soit par la méthode si connue des inter- 
sections , soit par le moyen d'un rapporteur qu’on trouve dans tous 
les étuis de mathématiques. 

11 reste à placer sur la carte les points K, L qui n’ont pu être aper- 
çusdu point A, mais qui peuveniTétrcdes points B et H. A cctcfiéc, 
on considérera BH comme une nouvelle base qui servira pour liei ce# 
nouveaux points au premier système, en observant les angles 
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KH B , LHB , KBH , LBH , parce qu’on connattra d'à mAoe daaa 
r lea triqpglca KHB, I.HB deux angles et on cAte'. Il ne sera pas 
nécessaire de mesurer la distance BH , puisqu’elle est donnée par 1« 
résolution du triangle AHB. 

Mais loi'sqn’on fait dépendre la position d’un point de celles des 
antres points déjà placés , il arrive qn’nne erreur dé|it commise dans 
la détermination graphique de l’un d eux , influe sur la position de 
tnns les antres points subséqucns. Mais en les Axant 11 l’aide de leurs 
distances h deux droites fixes , par exemple , Il la méridienne du lieu 
de la carte et à ta perpendiculaire ( élém. de M. Biot) , on 

rend leurs positions indépendantes les unes des autres. Cette roétliode 
exige alors que l’on calcule les distances dont il s’agit, au moyen des 
triangles et de l'azimiuh d'un des cAlù de la uliaîne. • 

Pour fixer les idées h ce sujet, soient (fig. x46) AX la méridienne 
dit lieu A,etAY la perpendiculaire, et supposons que les triangles 
AMM', Am M',ctc., fassent partie d’un réseau irigonometriqoe : on de- 
mande les coordonnées des points m, M, M', etc., c’est-à dire , les 
distances aux droites AX et AY des points m, M, M', M", etc. , les* 
quelles sont Ap et pm, AP et PM, AP' et P'M', etc. Si l’angle mAP 
•es l’azimuth observé, il est clair que tous les triangles seront orientés, 
et que l^on connattra aisément les antres azimnlbs MAP, M'AP', etc., 
puisque les angles MAM', M'Am, etc., sont connus. Ainsi, en menant 
par les sommets de tons les triangles de la chaîne , des parallèles il la 
méridienne et il sa perpendiculaire , les côtés du triangle du réseau, 
seront les hypoténuses de triangles reclang'es qne l’on sait rcsondre. 
Par exemple, la résolution des triangle^ rectangles APM, AP'.M', don- 
nera les valeurs des coordonnées on des distances AP et PM , AP' et 
P'M' des points M et M'. La résolution do triangle M' M" b dans 
l%uel l’azimiith M"MA est connu, donnera les distances AM", AM', 
en soj-m^iie les distances du point M" k la perpendicnlaireet il la me- 
ridié^^vscTOnt * * 


AP" = AP' M'a, P"M" = P'M' — AM". 
Pareillement, lorsqu’on aura calculé les distances dM", JM'", oa 
anra 

AP" = AP" -+■ M"di P*"M'" = P'M" -t- dM'", 
et ainsi do reste. 

C’est de cette manière qne les distances des lienz de la France li I* 


Digitized by Google 


DE GÉOMÉTRIE. »85 

méridienne et îi la perpendiculaire qui passent par rOlMerratoire da 
Paris , ont e'ié calculées pour former la carte de cet Empire. 

Après avoir ainsi forme le canevas d’un plan , il reste h figurer 
tous les objets qui doivent couvrir la surface, comme les nuiws da 
maisons , les rivières , les ruisseaux , les chemins , les limites nts dif- 
férentes cultures, en un mot, toutes les propriétés particulières. En 
général , il y a deux manières de lever les détails : la première est 
de tracer autour de l’espace h figurer, no polygone quelconque du 
plus grand nombre possible de cités , puis d’abaisser des pcr[)endicu- 
laires de toutes les sinuosités du terrain sur ces (Atésjrris pour bases; 
la seconde qui facilite singulièrement l’évaluation des surfaces 
agraires, est d’abaisser des perpendiculaires de tous les angles du 
péiiniètre des masses & lever, sur des lignes directrices ou bases que 
l’on rattache aux cités des triangles du canevas. Il est de règle , en 
topographie, de projeter tontes les surfaces sur un plan horizontal 
par des perpendiculaires à ce plan, ou de faire la projection ortho- 
gonale du terrain : c’est ce que les arpenteurs nomment méthode de 
cultellation , préférable h celle que l’on nnmme méthode de déve- 
loppement. En effet , il 'serait impossible de faife raccorder les parties 
d’un plan dont les unes auraient été mesurées dans le sens horizontal 
et les autres suivant la pente du terrain; d'ailleurs il est reconnu que 
le produit de la culture n’est pas toujours proportionnel à la surface s 
en effet, un champ placé sur nu coteau ne produit pas autaqt qu’un 
champ de même superficie et dé meme qualité, situé en plaine. 
Ainsi , pour faire légalement le partage des terres, il faut, au lieu de 
les diviser en parties égales , si telle est la condition , les diviser en 
parties qui soient entre elles en raison inverse de leurs produits. ,, 

Après avoir formé les détails d’un plan par l’nnc des méthodes 
exposées précédemment , on procède au calcul des superficies des 
. diverses propriétés particulières , et il est un moyen de s assurer da 
leur exactitude ; c’est d’évaluer en masse l'étendue superficielle de la 
totalité du plan , opération qu'il est aisé d'effectuer, pui.sque par le 
mode de construction du canevas trigostométriquç , il ne s’arque 
d’évalnerlcs aires des triangles et des tnqrèzcs rectangles dont le eSnevas 
est composé. 

Nous proposerons pour exemple , de déterminer l’aire du polygone 
quelconque ABC, etc. ( F'ig. »47 )> dont on connaît les distances des 
sommets des angles à la uéridieune AX et b la pcrpeadiculairc Kt. 
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Soient 


Ak = II*, 6;KA = 8, 4jBi = <3;Ai = ai,45;Cc = 8: 
fcc=i5 i D</=:i(), 4 ; <■</ — 7 ; 4 ; Hi=5 ; Ki = io;/A=i8, 4 

Gg =m, a; kg = 36 , 85; F/= i4iS/ = n , 4; EX = 4 
/X = 5;NX = 3, 

on aura 


aire ( AXA: ) = 

1 1,6 

X 4,3 

— 

48,73 

aire ( ABi ) = 

31,45 

X 6,5 

= 

1 39,43 

aire ) = 

ai 

X 7,5 

= 

>57,50 

aire ( CD<Ac ) = 

>3,7 

7 

= 

95 . 9 ® 

aire ( Dr//’) = 

> 9.4 

X 3,1 

= 

63,08 

aire ( KH / ) = 

5 

X 5 

= 

35,00 

aire ( kIGg ) = 

13,3' 

X 36,85 

= 

357,10 

aire ( Gt>g ) = 

>>.« 

X 11,4 

= 

136,54 

aire ( FEJÇ/') — 

9 

X 5 

= 

0 

0 


m. c. 

Somme = 

aire ( ENX } aonstractive = 5 x a = 6,oo 


aire cficctive du polygone = io5i,a6 


Si le terrain h mpsitrcr était termine par nne ligne conrbe, on 
abaissAaii sur la base AX nicnee interirnrement autant de perpen* 
dicniaires qu'il serait necessaire pour pfmToir conMiderer, sans erreur 
sensible, le pc'rimctre comme nn assemblage de petites lignes dioites^ 
et le caicnl de la superficie se simplifierait beaucoup, en rendant 
tontes ces perpendicnbiircs équidistantes. Car, dans ce cas , taire 
cherchée est é^al au produit */e la distance commune de ces per- 
pendiculaires , par la somme faite de la demi-somme^es perpendi- 
culaires extrêmes y et de la somme des perpendiculaires intermé- 
diaires. 

Supposons qu’on n’aii fait qne mesurer les angleset les côtés du po* 
|yg(^ ABCDE,^lc. ; dans lecasohon aurait une faible erreur en plus 
ou en nioins sur la somme des angles de ce poljrgone, donnée par l’ob- 
servation , on diminuerait on on augmenterait chaque angle de cette 
erreur, divisée par le nombre des côtes, en supposant toutefois que 
les. angles aient etc observes dans le même plan et anx sommets 
A, B, C>D| Ë.llestanssi nécessaire de vérifier sur le terrain, si leslon*^ 
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gaenrs des côte's sontcïacics. Acctcflrct,et en supposant nn pentagone, 
on l’inscrit dans le rectangle xjrzt (/^ig.a48), don ton détermine lesqna- 
trc côtes dans les triangles rectangles BCr, ElCy.EDz, E A t, danscliacna 
desquels on connaît l'h^'potenusc et les angles, et on reconnaît qu’il 
ne s’est glisse ancnnc erreur dans la mesure des côtes, lorsque les côtà 
opposes des rectangles sont égaux. Cette Te'riBcation faite, de l’aire 
du rectangle on retranchera la somme des aires des quatre liiangles 
BCr, CDy , DEï j AEf , et la tliffcrcnce sera l’aire du polygone. Oii 
voit aistiment ce qu’il y aurait & faire à l’t'gard d’un polygone d’uu 
nombre quelconque de côtés. 

Ce que nous venons de dire sur le levé des plans et sur le calcul 
des surfaces, nous paraît sullislnt dans nn ouvrage de la nature da 
celui-ci : les Traités de Géodosie et de Topographie de M. Puissant, 
et l’ouvrage de M. Pommiers, a l'usage des ingénieurs da Cadastre, 
forment une doctrine complète à ce snjet, et réunissent d’ailleurs 
pinsicnrs théories importantes développées en faveur des ingénieurs 
qui exécutent de grands travaux géodésiques. 


FIN. 
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tié de l’arc conv*cxc compris entre les mêmes points. . 4« 

THÉOR. VII. L’angle formé par deux tangentes, a ponr mesure 
la moitié de l’arc concave. entre les points de tangence , 
moins la moiUé de lare convexe entre le» même» 

îb.\ 

points 

CHAP. VI. Mesure des surfaces. 

Définition» et notion». 4® 4? 

THÉOR. 1. L’aire d’un rectangle est égal an produit de »a base 

par sa hauteur. Coroll. 4^ 

THÉOR. U. L’aire d’ua triangle est la moitié de celle_ d un 
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rectangle de m^me base et de m^e* haotear. Corol- 
laires I, 11 et III. Remarque , 5e 


THÉOR. ni. L’ aire d'un {>arallc1ogrammc est égale au produit 

de sa base par sa haAteur, Coroll. I, II et III. ... St 
THÉOR. IV. L’aire d’une ^rapèze se troure en multipliant le- 
somme des deux bases parallèles par la hauteur, et pre- 
nant la moitié du produit. Remarque ob on prouve 
que l’aire d’on trapèze est eneoie égale an produit de sa- •' 
hauteur par une parallèle aux eâtés parallèles , égale- 
ment distante de ces edtés 5a- 

THÉOR. V. Les surfaces dis deux triangles qui ont un angle 
égal, sont comme les produits ou les. rectangles des 
cAtés qui comprennent l’angle égalt CoroU 53 

CH AP. VU. Des 6gures semblables. 


Définitions. . . 5.^ 

’iHEOR. I. I-orsqn’un des cAlés d'un triangle est divisé en un 
certain nombre de parties égales, et que parcespointsde 
division on mène des parallèles à nn autre cAté , ces 
parallèles divisent le troisième cAté datu le même 

nombre de parties égales. Coroll. I et II 

THÉOR. H. Tonte droite menée parallèlement à nn des cAtés 
d’un triangle , divise les deux gutres cAtés en parties 

proportionnellea. ... 

THÉOR. III. Si deux côtés d’un triangle sont divisés propoc- 
tionncllament par une droite, cette droite est parallèle 

an troisième cAté 

THÉOR. IV. Deux triangles équianglcs ont les cAtés homolo- 
gues proportionnels , et sont semblables. Remarque et. 

Coroll ... Sj 

THÉOR. V. Deux triangles qui ont les cAtés homologues pro- 
portionnels, sont équianglcs et conséquemment sem- 
blables. Remarque 

THÉOR. VI. Deux triangles sont semblables, lorsqu’ils ont un 
angle égal entre cAtés proportionnels. Remarque et re- 
marque générale JB, 

THÉOR. VII. Deux triangles qui ont les cAtés parallèles ou 
perpendiculaires chacun à chacun, sont semblables. 


IB. 


55 
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Bcmarqne et remarqne générale P»g. 5 g 

THÉOR. VllI. La li gnc qui divise egalement Tangle d'un 
triangle, divise le côle' oppose en deux segmens pro- 
portionnels aux cAics qui renferment Tanglc. ... 60 

THÉOR. IX. T .i!S ligni's tiicnéi-s comme on voudra par le som- 
met d’un triangle , iliTiscnt la Inue et sa parallèle pro- 
portionnellement. Coroll 61 

THÉOR. X. Si de l’angle droit d’un triangle recungle, on 
abaisse une perpendicnlaire sur lliypoténuse , l". les 
deux ti iangles lectangles dans lesquels est partagé le 
triangle donné , sont semblables entre eux et an trian- 
gle total ; a“e chaque côté de l’angle droit est moyen 
proportionnel entre l’hypoténuse et le segment adjacent; 

3°. la perpendiculaire est moyenne proportionnelle 
entre les deux segmens dans lesquels elle coupe l’by- 

poiénosc. ('oroll. I , II et lU H, 

THÉOR. XI. La droite qni joint le sommet de l’angle droit 
avec le milieu dé l’hypoténuse , partage le triangle rec- 
tangle en deux triangles isociUles 63 , 

THÉOR. XII. Les surfaces de deux triangles semblables, sont 

efltre elles comme les carrés des côt» homologues. . . Ib. 

THÉOR. XIII. Les parties de deux cordes qui se conpent dans 
nn cercle , sont téciproqoement proportionnelles. 

Coroll. . ^ '« • ■ • • 6(J 

• 

THÉOR. XIV. Si d’dii extérieur k un cercle on mène 
deux sécamtes; les secaMes entières seront réciproque- 
ment proporlioiuielles à leurs parties extérieures. 

K Cowl»î'i5iè% 65 

THÉOR, XV. Si d’an point extérieur k nn cercle, on mène 
tangente et une sécante, la tangente sera moyenne 
îgoportionnelle entre U aécanle entière et sa partie eX- 

térietire. CoroU, 1 et U. . . . Ib, 

PROBL. Diviser une ligne donnée en moyenne et extrême 

raison 6® * 

THÉOR. XVI. I®. Deux polygones semblables sont composés 
d’uii meme noiiibre de triangles semblables chacun à 
cbacnn et semblablement disposés; a®, réciproque- 
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denx polygones compous d'un m^me nombre de 
bianglet semblables, et semblablement disposes, 

sont semblables 

THÉOR. XVII. 1 °.; Les contours ou périmètres des polygones 
semblables , sont comme les cbtës homologues , a”, les 
surfaces sont comme les carrés de ces mêmes eûtes. . . 
THEOR. XVIII. Si d’un point pris au.dedans ou au.dehors 
d’un polygone, on tire des diagonales à tons les 
angles de ce polygone, et que d’un point pris sur une 
de ces diagonales , on mène une parallèle au côté du 
polygone ^i aboutit à son extrémité’, jusqu’è la ren- 
contre de la diagonale voisine ; si de ce point de ren- 
contre on mène une parallèle an second côte do po- 
lygone, et ainsi de suite,. on formera un' polygone 
semblable an proposé. Remarque et remarque génér. 

CIIAP. VIII. Du carré de ITrypoteHuse et théo- 
rèmes analogues et dépendans. 

THEOR. I. Le carré fait sur l’bypoténnse d’un triangle rec- 
tangle , est égal il la somme des carrés faits sur les deux 
autres cdtés de l’angle droit. Corollaires I, II, 111 et 

IV. Ijeeonde démonstration 

THEOR. II. Si sur les deux côtés d'un triangle quelconque , 
qui comprennent l’angle A , on construit deux paral- 
lélogrammes quelconques dont on prolonge les côtés 
opposés è ceux du triangle sur lesquels ils sont cons- 
truits, jusqu’il leur rencontre en H , et si sur le côté 
opposé è A , on construit ûn parallélogramme dont les 
deux antres côtés soient égaux et parallèles è AU , 
l’aire de ce parallélogramme sera 11 la somme des 

aires des denx antres 

THÉOR. III. Dans tont triangle qui a un angle obtus , le carré 
do côté opposé è cet 'angle, excède la sotnme des carrés 
des denx antrescôtés, d’unrectanglc qu’on assigne. Cor. 
THÉOR. IV. Dans tout triangle qoi a un aigu , le carré du 
côté opposé è cet angle , est égal à la somme des 
carrés des denx autres côtés, moins un rectangle 
qu’on assigne. Remarque 1 et U 


»g6 TABLE 

THÉOR. V. Le carre' de toate ligne compoa^e de densigiaTtiea, 
contient Ica carres de chacune de ces parties , plus 
deux fois le rectangle forme' suc ces mdmes parties. Pag. 
THÉOR. VI. Le carrd de toute ligne composée d’un nombre 
quelconque de parties , contient tous les carres cons- 
truits sur chacune de ces parties, plus deux fois chat * 
cun des rectangles qu’on peut former en les multipliant 

deux à deux ^6 

THÉOR. VH. Le carré de toute ligne égale h la différence de 
deux lignes , contient la somme des carrés constmiis 
sur chacune de ces dernières lignes, moins le double de 


leur rectangle . fb. 

THEOR. VIII, La différence des carrés de deux lignes, est 
égale au rectangle ayaut pour côté la somme et la diffé- 
rence de ces lignes . Ib. 


'THÉOR. IX. Dans un triangle , si l’on mène une droite du 
sommet d’un angle au milieu de la base , la somme des 
carrés des côtés qui comprennent l’angle, est égale à 
deux fois le carré de la ligne qui divise la base, plus 


deux fois le carré de la moitié de cette base. 

THEOR. X. Dans tout parallélogramme , la somme des carrés 
des côtés est égale è la somme des carrés des diago- 
nales Ib: 


CHAP. IX. Des polygones réguliers inscrits et cir- 


« conscrits au cercle. 

Définitions 78 

THÉOR. 1 . Deux polygones réguliers d’un même nombre de 

côtés , sont deux figures semblables. G>roU. . . . ^ 


'THÉOR. U. 'Tout polygone régulier peut être inscrit dans un 

cercle et lui cire circonscrit. Remarque Ib, 


PROBL, I. Étant donné un polygone régulier inscrit , circons- 
crire à la même circonférence un polygone semblable. 

Corollaire, remarques I et II. 80 

THEOR. HL L'aire d’un polygone régulier, est «%ale 4 son péri- 
mètre mulli(>lié par la moitié do rayon du cercle ins- 
crit. Remarque 83 

'THEOR. IV. 1°. Les périmètres des polygones réguliers d'un 
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m^me nombre de côtés, sont comme les rayons des 
cercles inscrit- et circonscrit j 2**. leurs surfaces sont 

comme les carrés de ces rayons B4- 

THÉOR. V, I®. Le carré du côté d' un carre inscrit h un ccn lc, 
est égal au duulrle du carré du rayon j a°. le c/Vté du 
carré circonscrit est égal au diaini-tre. Coroll. I et 11 . Ib. 
THÉOR. VI. 1°. Lceâtéde l’iiexagonc régulier in.scrit, est égal 
au rayon du cercle j a”, le carré du côté du triangle 
é({,ilatéral inscrit , est égal à trois fois le carré du 
rayon j 3 °. le cdté du triangle équilatéral circonscrit , 

. est double du triangle équilatéral inscrit j 4°- 1> surface 
de l’hexagone inscrit, est les trois quarts de celle de 
l'hexagone circonscrit j 5 °. la surface du triangle équi- 
latéral inscrit, est le quart de celle do triangle éqiiila- 

* téral circonscrit. Coroll. I «t II 85 

THEOR. VUI. Le carré du chté du pentagone rt^ulier inscrit, 
est égal au carré du rayon, plus le carré du câté <tii 

décagone régulier inscrit au uiéuic cercle 87 

PROBL. II. Construire gctsoaélriquement les tâtés du décagone 

et du pentagone régulier inscrit. Coroll. I et II. . . 88 

PROBL. III. Inscrire au cercle un cptagone régulier. Remarq. . 89 

CHAP. X. De l’aire du cercle. 

'THÉOR. I. Deux circonférences sont entre elles comme leurs 


rayons 91 

THÉOR. II. L’aire du cercle est oxprimée par la moitié du pro- 
duit de sa circonférence par son rayon. Coroll. I , U , 

III et IV. . . gj 

THEOR. lU. La surface du secteur, est égale à la moitié du pro- 
duit de l’arc de ce secteur par le rayon. Remarque. . g 4 


PROBL. I. Étant données les surfaces d’un polygone régulier 
inscrit et d’un polygone semblable circonscrit , trouver 
les surfaces des polygones réguliers inscrit et circonscrit 

d’nn nombre double de câlés^CoroU g 5 

PROBL. II. Étant donné le câté d’un polygone régulier inscrit , 

trouver celui d'un polygone régulier inscrit d'un nom- ^ 

bre double de cûlià 98 

PROBL. III. Etant donné le câté d'un polygone régulier inscrit. 


l 


TABLE 


trouver le cAlé du polygone régulier circontcrit du 

m4ine nombre de cdtcs Pog. 

THÉOR. Ce ibcorème et ce problème sont encore relatifs h 
IV et s l’évaluation approchée de la circonférence en 
PROBL.V. 1 parties dn rayon. loo et 


CHAP. XI. Trigonométrie rectiligne. 

Notions . . . io3 

PROBL. I. Étant donnés l’hypoténuse et nn cdté , trenver le 

troisième cdté et les deux angles aigus loS 

PROBL. II. Étant donnés les deux cdtésde l’angle droit, trouver 

l'hypoténuse et les angles lo^ 

PROBL. IlL Etant donnés l’bypoténnse et nn angle , trouver les 

deux autres côtés Ib. 

PROBL. IV. Étant donné nn côté de l’angle droit avec l’un 
des angles aigus , trouver l’hypoténuse et l’autre 

côté. iio 

PROBL.V. Étant donnés deux angles et un côté, trouver le 

troisième angle et les deux antres côtés. Coroll. . . Ib. 

TUÉOR. I. Dans tout triangle, les sinus des angles sont dans 

le rapport des côtés opposés li ces angles 1 1 1 

PROBL. VI. Étant donnés deux côtés avec l’angle opposé à 
l’un de ces côtés , trouver le troisième côté et les deux 

antres angles lia 

THÉOR. II. La somme des sinns de deux arcs, est k la dilTéren- 
ee des mêmes sinus, comme la tangente de la moitié 
de la somme des deux arcs , est à la tangente de la 
moitié de leur différence. ... . ■ . . . . ii3 

PROBL. VII. Étant donnés deux côtés avec l’angle compris, 

trouver les deux antres angles et le troisième côté. . li4 
TUÉOR. lU. Dans tout triangle rectiligne, le cosinus d’un 
angle est an rayon, comme la somme des carrés des 
côtés qui comprennent cet angle , moins le carré du 
troisième côté ou^u côté opposé, est au double rec- 

tan^e des deux premiers côtés Ii5 

PROBL. VIII. Étant donnés les trois côtés d’un triangle, trou- 
ver les trois angles. . ii6aii8 

JYotm. On a résumé dans deux tableaux tous les cas 
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de la résolution des triangles, rectangles et obli- 
guangles. 

CHAP. XII. Du calcul trigonometrique. 

Notions. . iig 

PROBL. 1. Étant donnés les sinus et cosinus de deux arcs, assi- 
gner les sinns et cosinus tant de la somme <{ne de la 

différence de ces arcs. Remarque laS 

Nota. De ces quatre formules , fondamentales on a 
déduit plusieurs ancres formules et on a indiqué les 
sources à consulter sur ce genre de caknl. 

CHAP. XIII. Formatiou des tables de sinus , cosinus, 
tangentes, etc. , rapportées à la division déci> 
male , et applications numériques. 

PROBL. I. Mesurer la hauteur d’un édiffee dont le pied est 

accessible i44 

PROBL. II. Mesurer la hauteur d’un é^Gce dont le pied esc 

inaccessible i45 

PROBL. III. Trouver la distance de deux points inaccessibles. i46 

PROBL. IV. Trois points étant donnés sur une carte, on pro- 
pose d’en déterminer un quatrième par la connais- 
sance des trois angles formés par les droites qui joignent 

le point cherché aux points donnés i4g 

PROBL. V. Étant donnés en mètres les trois cdtés d'nn trian- 
gle, trouver les trois angles i5i 

CHAP. XIV. Des plans. 

Définitions i53 

THÉOR. I. L’intersection d’une droite avec un plan , est un 

poiut. . ■ i54 

THEOR. II. Une bgne droite ne peut être en partie dans un 

plan , en partie en dehors A. 

THÉOB. 111. Deux lignes droites qui se coupent sont dans un 
même plan et en définissent laS|silion. CoroU. I , II , 

m.IVetV W Ib. 

THEOR. IV. Si deux plans se coupent, leur intersection est 

une figue droite. OnoU. 1 et U. . . . . . . . 1 55 
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TUÉOR. V. Une droite perpendicalaire k deux antres qui 
passent par son pied dans nn plan, est perpendiculaire 

k ce plan. CoroU l5€ 

THÉOR. VI. Si du pied d' une perpendiculaire à un plan , on 
mène une perpendicniaire k une droite située dans ce 
plan , et qu’on joigne celte intersection avec un point 
de la perpendiculaire au plan , cette dernière droite 
sera perpendiculaire It celle qui est dans le plan. CoroU. 

et remarque i5j 

TH£OR. VU. 1°. Par un point donné hors d'un plan, on ne 
peut ahaisser qu’une seule perpendiculaire sur ce 
plan, par un point pris dans un plan, on ne peut 

élever qu’une seule per]iendicolaire à ce plan /S. 

THEOR. VIII. I". Les obliques qui s’écartent également du 
pied de la perpendiculaire h un plan, sont égales et 
récipinqiii la [U'rpendicnlaire est plus courte _ 

qu’une ol>li<|ue quelconque j 3". de deux obliques qui 
parlent d'un m^ie point de la perpendiculaire, celle 
qui s'approche le plus de la perpendiculaire, est la 
plus courte, et réciproquement. Remarque et coroll. l58 
PROBL. I Par un point piis sur une droite, mener nn plan 

perpendiculaire k eetle droite ^ 

PROBL. II. Par un point pris hors d'une droite, mener nn plan 

pci'pendiculaitc 3 cette droite. ■ • •*> • • • Jk, 

THÉOR. IX. Lorsqu'une droite est perpendicniaire II nn plan, 
toutes les parallèles è cette droite sont pcrpendirulaires 
au plan. Coroll. I : nn plan perpendiculaire b une 
, droite , est per|>endiciilaire aux parallèles k cette droite.^ ' 
f coroll. U , lieux perpendiculaires k un même plan 

•ont parallèK's; ooroU. lU, deux droites parallèles 
à uqe troisième, sont parallèles entre elles j coroll. IV 

etV /d. 

fjROBL. Ul. D’nn point pris hors d’un plan , abaisser une per- 

pendicnlaire sur ce plan. ... * i6t 

THÉOR. X. Si une draSe est parallèle 11 une antre droite 

sitnée dans on {An , elle est parallèle à ce plan. . . /6. 

THÉOR. XI. Deux plans perpendiculaires b une même droite, 

sont parallèles entre eux. CorolL ....... i6a 
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T'IIÉOR. XII. Lo intersuclioDS de deux [dans parallvles p.->r an 

troi.Mc'Die plan , sont parallMcs. Coroil. . . . /^ng. i 6 x 

TUËOR. Xlll. Une dioitc perpendiculaire an plan, est perpen- 
diculaire au plan parallèle à celui-là. Coroll. 1 et 11 . . i 63 
PROBL. IV. Par un point pris sur un plan, clerer une perpen- 
diculaire à ce plan Ji. 

TIIÉüR. XIV- Deux plans parallèles à un troisième, sont 

parallèles entre eux . . 1G4 

TUEOR. XV. Si denx plans qui se coupent, sont respective- 
ment parallèles à deux autres plans , l’intersection des 
premiers plans est parallèle à l’intersection des denx 

seconds /i; 

THEOR. XVI. Si par une droite parallèle à un plan, on mène 
un plan qui rencontre celui-ci , l’intersection des deux 
plans seca parallèle h la droite. Coroll. I , coroll. Il , 
où on démontre que, si deux plans qui se coupent sont 
respectivement parallèles à une droite donnée, leur in- 
tersection est parallèle à cette drintc / 6 . 

PROBL. V. Par un point hors d’un plan, mener un plan pa- 
rallèle à celui-ci i 65 

'TUEOR. XVII. Les parallèles comprises entre deux plans pa- 
rallèles, sont égalés. Coroll. deux plans parallèles 

sont partout egalement distans J 6 . 

THEOR. XVIII. Si deux angles non sitnes dans le même 
plan , ont leurs càtcs parallèles et dirige's dans le même 
sens, 1°. ces angles seront égaux j 3 °. leurs plans seront 

parallèles. Coroll. I et II 166 

’THÉOR . XIX. Si trois droites non sitne'es dans le même plan’, 
sont égalés et parallèles, les triangles formés de part et 
d’autre par les,extrêmitc« de ces droites , sont égaux ^ 
et leurs plans parallèles. Coroll. ....... l 6 j 

TIIÉOR. XX. Deux droites comprises entre denx plans paral- 
lèles , sont coupc'es en parties proportionnelles. . . /i. 

'THEOR. XXI. Si d’un point d’une oblique à un plan , on 
abaisse une perpendiculaire sur le plan , et qu’on 
joigne les points de rencontre avec le plan, de l’oblique 
êt de la perpendiculaire, l’angle piano-linéaire entre 
l’oblique et cette droite, est le minimum des angles entre 





* 
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l’oUiqnect toàtesles droites menées par son pied dans 

le plan. Coroll Pag- 

THEOA. XXll. De tons les angles aigus que fait l’obliqne 
* à un plan , avec les droites menées par son pied dans 
ce plan, le pins grand est l’angle droit. Solution par 
une construction plane Ib. 

ClHAP. XV. Suite des plans. Des propriétés des 
plans qui dépendent de leur inclinaison. 

* Définitions. 1^0 

THEOA. I. L’angle plan ou dièdre entre deux plans qui se 
coupent , est mesuré par l’angle linéaire forme par 
deux perpendiculaires en un même point de la com- 
mune intersection , situées l’une dans l'un de ces 
pl.iiis et l'autre dans l’autre plan. Coroll. 1 , Il , III , 

IV et V lyr 

THÉOR. H. Les angles piano-linéaires formés par une droite 

quelconque, axeç des plans parallèles, sont égaux. . . 17a 

THÉOA. 111 . I.orsqu’nne droite est perpendiculaire à un plan, 
tout plan conduit suivant cette droite, est perpendicn- 

laiieau plan. Coroll. I, II cl III 1^3 

. .THEOA. IV. Si un plan est perpendiculaire li un antre , et que 
dans le premier plan on mène une perpendiculaire à 
l interscriion des deux plans , elle sera perpendiculaire 
au second plan. Coroll. I, si d’un point pris dans le > 
premier plan , on abaisse nne perpendiculaire au se- 
cond, elle sera toute entière dans le premier ‘plan j 
coroll. II , si par un point de l'iiuersection de ces 
mêmes plans, on elève une perpendiculaire II l’un d’enx, 
elle sera toute entière dans l’antre. Aemarques 1 et II. . i ^4 
’IHÉOA. V. Si deux plans sont perpendiculaires à un troi- 
sième , leur intersection sera perpendiculaire à ce troi- 
sième plan. Coroll. , tout plan perpendiculaire à deux 
plans qui se coupent , est pcrpeiidicnlaire 11 leur inter- 
section 175 

THEOA. VI. Si l’on mè-ne deux plans respectivement perpen- 
diculaires è deux droites qui se coupent, ces plans 
scconpcront, et leur intersection sera perpendiculaire 
au plan des deux droites 176 
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PROBL. I. Coostraire graphiquement l’angle plan entre nn 
plan donné et tout plan condnic suivant une oblique 
au premier j assigner le minimum de ces angles dièdres. 1 76 

CHAP. XVI. Des angles solides. 

Définitions et notions icn 

THEOR. I. Lorsque trois angles linéaires forment un angle 
trièdre , cbacnn d’eux est plus petit que la somme des 

deox autres 180 

THÉOR. II. La somme des angles linéaires qui forment nn 
. angle solide , est toujours moindie que quatre droits. , 181 
THÉOR. III. Lorsque les trois angles linéaires qui forment un 
angle solide trièdre, sont respectivement éganx anx 
trois angles linéaires qui forment on autre angle solide 
trièdre , les plans de ces angles linéaires sont égale- 
ment inclinés entre eux. Remarques I et U. Remar- 
que UI , où on donne nn moyen simple de faire un 

angle polyèdre symétrique d’nn autre 18a 

THÉOR. IV. Chacun des six angles d'un trièdre , savoir les 
trois angles lincaires et les trois angles plans , a pour 
* supplément Tun des angles d’un autre trièdre forme 

par trois plans perpendiculaires aux trois arêtes du 
premier. Coroll . « . i 85 

CHAP. XVII. Des triangles sphe'riques , formés par 
des arcs de grands cercles. 


Définitions et notions. 186 

THEOR. I. Tonte ser^n de la sphère par un plan est un 

cercle. Corollaires I et II : . . 190 

THÉOR. U. Tout grand cercle divise la sphère et sa surface 

en deux parties traies tgi 

THÉOR. lU. Le centre d’nn petit cercle et celui de la sphère , 
sont sur une mJtue droite perpendiculaire an plan du 

petit cercle Ib. 

THEOR. IV. t Par deux points donnés sur la surface d’une 

sphSre, on peut faire passer uii arc de grancFccrcIc. , iga 


JVota. Les deux théorèmes qui suivent ne sont 
qu'énoncés. 
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Î’UEOR. V. 1®. De toates les droites qo’on p<iu«tirer d’ira 
point qui n’est pas le centre d'une sphère, è sa surface , 
lu plus longne est celle qui passe par le centre , et la 
plus courte est celle qui prolongée , passerait par la 
centre j 3°. les moyennes entre fa plus longue et la 
plus sourie , tout celles qui se terminent à la circoU' 
i ■ * feience d une même section, dont le plan est perpen-* 

diculaire au diamètre passant par le point donne ; et 
pour une même section, toutes ces moyennes sont 
(gales J elles augmentent en même temps que la dis' 

tance de lu section au point donne' 1(^3 

1 UEO IL VI. 1 °. Les surfaces de deux sphères ne peuvent se 
toucher ni sc couper , quand la distance des centres est 
*- plus grande que la somme ou pins petite que la diilë- 
rence des rayons j 3°. elles se touchent extérieurement 
et intérieurement, lorsque la dislance des centres est 
^ale h la somme ou h la différence des rayons j 3®. en- 
I fin elles se cOQpent suivant une circonférence de 

cercle , quand 1a disUncc des centres est plus petite 
que la somme et plus grande que la différence des 

rayons 

THÉOR. VIL Dans tout triangle sphérique, un côte' quelcon- 
que est plus petit que la somme des deux autres. . * 1^3 

THÉOR. VIU, La somme des trois cAlés d’un triangle sphé^U 
i que , est moindre que la circonférence d’un grand 

cercle. CoroU. . . .* Ib. 

THÉOR. IX. L' aire d’un triangle sphérique quelconque , est 
à iVxcès de la somme de ses irois angles sur denz 
angles droits, la surface du triangle sphérique tri- 
“ . rectangle étant p/ise ponr unité. Corollaires 1 , U, III, 

IV et V ig;} 

THÉOR. X. Si l’on mène un diamètre perpendiculaire an plan 

d on grand cercle , ses extrémiti^ seront les pôles du ’ 
grand cercle et de tons les petits cercles parallèles. Co- 
rollaires 1 , 11 , III et IV igfi 

'THÉOR. XI^Etant donné un triangle sphérique , si de ses trois 
sommets comme pôles , on décrit trois arcs qui se 
coupent , et qui conséquemment formedt un nouveau 


Digilized by GüOgle 



3o5 


DES MATIÈRES. 

triangle spbcrique, réciproquement , les trois sommets 
de ce nouveau triangle seront les pâles des côtés du 

premier. Corollaire et remarqne igj 

THÉOR. XII. L’angle entre deux arcs de grands cercles, a pour 
mesure un arc décrit de son sommet comme pôle, 
entre les côtés de l’augle , prolongés , s’il est nécessaire. 198 
THEOR. Xin. Chaque angle de l’un des triangles du théo- 
rème XI, a pour mesure la demi-circonférence d’un 
grand cercle , moins le côté opposé dans l'autre trian- 
gle , ou dans le trian^ polaire. /ô, 

THÉOR. XIV. Si sur une sphère on sur deux sphères égales , 
on a deux triangles sphériques dont les côtû soient 
égaux, les angles opposés aux côtés égaux, seront 

égaux. CoroU 19g 

THEOR. XV. Si deux triangles sphériques décrits sur la même 
sphère , on sur deux sphères égales , ont un angle égal 
entre denx côtés égaux , le troisième côté et les deux 
autres angles seront ^aux. Coroll. . . . aoo 

THEOR. XVI. Deux triangles sphéApies sitnà snr la même 
sphère , ou sur des sphères égales , sont égaux d.-ins 
toutes leurs parties , lorsqu'ils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux. Coroll . Ib. 

THÉOR. XVII. Si deux triangle^ tracés sur la même sphère , 
on sur des sphères égales , sont éqniangles , ils seront 
éqnilatéranx. Remarques I et II aol 

CHAP. XVIII. Trigonométrie sphérique. 

THÉOR. I. Dans tout triangle sphérique , les sinus des ang||g 

sont proportionnels aux côtés opposés. ..... 30a 
Formules pour la résolution de tons les cas des trian- 
gles sphériques. Identité des principes qui servent de 
base à la trigonométrie rectiligne et h la trigonométrie 
sphérique ao 3 à 30g 
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CHAP. XIX. De quelques propriéte's des pyramides, 
des prismes et des parallelipipèdes j des ca-. 
râctères d’egalité des prismes et dçs pyra- 
mides. 


DcBniiiniu et notions 

THÉOB. I. Si clans une pyramide triangulaire la base est un 
triangle rqnilatcral , et si les angles à la base dans les 
faces laïc raies sont égaux : i°. les trois arêtes seront 
égales; a®, la hauteur de la pyramide passera parle 
rentre de la base. Coroll. Les faces seront également 
inclinées sur la base et entre elles. Remarques i.n 

et 111 3 i3 

THEOR. II. Dans tout paraHélipipède les faces opposées sont 

égales et parallèles. Corollaire et remarque. . . . ai4 

THKOR. ill. I®. Dans tout paraHélipipède les angles trièdres 
dlagonalememcnt opposés sont symctricjues l’un de 
l’autre j a", les diagonales menées par les sommets de 
ces angles , se coupent mutuellement en deux parties 

égales. Remarque . atS 

THEOR. rV. Deux prismes sont ^nx et peuvent être super- 
posés , lorsqu'ils ont un angle trièdre compris entre 
‘trois faces respectivement égales et semblablement pla- 
cées. Remarque!; Deux prismes sont égaux , i°. lors- 
qu’ils ont un angle tiièdrc ^al entre trois faces respec- 
tivement égales; a®, lorsque la base étant égale de 
part et d'autre, ils ont de plus trois arêtes contiguës 
A égales , scuildablemrnt placées et également inclinées 
entre elles. Remarcpie IL Deux prismes sont super- 
posables , lorsqu’ils ont une base égale et une face 
égale également inclinée sur cette base. Remarque III. 
Lorsque les prismes sont droits , il suiüt qu'ils aient 

des bases et des hanteurs égales atS 

THÉOR. V. Deux pyramides sont égales , si elles ajttnn angle 
trièdre entre trois faces égales chacun^^Htorne et 
semblablement disposées. Remarque. EllimiPr égales, 

1 °. lorsqu 'ayant des bases égales , eMes ont une arête 
t%ale également inedinée à l'égard des deux cdtés con- 
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tîgus de la base ^ a*’, lorsqu’avec des bas^s égales , 
elles ont une face ^ale et egalement inclinée sur ces 

bases ai8 

THÉOR. VI. Dans tout prisme les sections faites par des plans 
parallèles aux bases, sont des polygones égaux aux ba> 
ses, et conséquemment égaux entre eux Jb. 

THEOR. VI!. Si une pyramide est coupée par un plan parallèle 
à sa base; i®. les aretes et la hauteur sont divise'^ 
proportionnellement; a®, la section est nn polygone 
semblable à la base. CoroU. * . . . . . . . aig 

THEOR. Vlll. L’aire d’un prisme, non compris scs bases, esc 
le produit d’une arête par le périmètre d’une section 
qui lui est perpendiculaire. Remarque aao 

CHAP. XX. Des polyèdres semblables. 

DeGnilions 331 

THÉOR. I. Deux pyramides triangulaires sont semblables, 
lorsqu’elles ont leurs angles polyèdres respectivement 

égaux. Remarque Ib, 

THÉOR. II. Deux pyramides triangulaires sont semblables, 
lorsqu'elles sont composées de faces semblables et sem- 
blablement disposées. Remarqué I, deux pyramides 
triangulaires sout encore semblables , lorsque les angles 
linéaires autour de deux angles trièdres, sont égaux et 
semblablement disposés, et que les arêtes qui aboutis- 
sent il ces angles sont proportionnelles j remarque II, 
deux pyramides sont encore semblables lorsque rcs 
' angles trièdres de la base, en même nombre, sont égaux 

chacun è chacun.. 312 

THÉOR. 111. 1 °. Deux pyramides polygonales semblables peu- 
' vent toujours se décomposer en on même nombre de 
pyramides semblables et disposées dans le même ordre ; 

3°. deux pyramides composées d'un même nombre de 
pyramides triangulaires semblables disposées de la 
même manière dans chacune , sont semblables. Rem. I , 
deux pyramides polygonales sont semblables , lors- 
qu’elles ont l’angle polyèdre du sommet, égal de part 
et d’autre, et les faces autour de cet angle, semblables. 
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oa les arêtes qui aboutissent it cet angle, proportion- 
nelles ; retnarque II, deux pyramides polygonales sont 
encore semblables, lorsque leurs angles polyèdres, en 
même nombre, sont respectivement égaux ; lorsqu’elles 
ont le même nombre de faces semblables et semblable- 
ment disposées j ou enfin lorsque les angles trièdres 
des bases, en même nombre, sont respectivement 

^ égaux aa3 

THEOR. IV. 1 °. Deux prismes triangulaires semblables sont 
composés d’un même nombre de pyramides sembla- 
bles, et semblablement disposées j a°. deux prismes 
composes d’un même nombre Ae pyramides sembla- 
bles et semblablement disposées , sont semblables. . 
THEOR. V. i“. Deux prismes quelconques semblables, sont 
composés d’un même nombre de pyramides sembla- 
bles et semblablement disposées j 3°. réciproquement, 
deux prismes composées d'un même nombre de pyra- 
mides semblables et semblablement disposées, sont 

semblables. Remarque 33^ 

THEOR. VI. 1 °. Si deux polyèdres sont composés d’un même 
nombre de pyramides semblables et arrangées de la 
même manière, Us sont semblables; 3°. denx polyèdres 
semblables sont composés d'un même nombre de 
pyramides semblables et semblablement disposées. . 338 

CIIAP. XXI. Des volumes et des rapports entre les 
volumes. 


Définitions. 33o 

THEOR. I. Le volume d’un parallélipipède rectangle est repré- 
senté par le produit des trois arêtes contiguës è nu 

même angle solide. Remarque et coroU Ib. 

THEOR. II. Deux paralklipipèdes qui ont des bases et des 
bauleurs égales, sont équivalens, ou i^aux en vo- 
lume. Corail ‘ . 33s 

THEOR. III. Un parallélipipè-de^ droit est décomposablc en 

deux prismes équivalens par un plan diagonal. . . 33^ 

THEOR. IV. Deux prismes triangulaires de même base, et 

du mêiiiu hauteur, sont équivalens. Coroll. I, II et UI. Ib. 
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TIIEOR. V. Le toIqdic d'une pyramide Iriangniaire, est le tiers 
du produit de sa base par sa baulcor. Coroll. I , II , III 
et remarque ' a 36 


THEOR. VI. Si une pyramide est coupée par un plan parallèle 
à sa base , le tronc qui reste en dlant la petite pyra- 
mide, est égal .’i la somme de trois pyramides qui au- 
raient pour hauteur commune la bantenr du tronc, 
et dont les bases seraient la base inférieure du tronc , sa 
base supérieure et une moyenne proportionnelle entre 

CCS deux bases a 3 g 

THEOR vu. Un prisme triangulaire tronqué est toujours équi- 
valent à trois pyramides de même base qui est celle du 
prisme, et ayant leurs sommets respectifs placés à 
chacun des angles du triangle formé par le plan 

coupant 340 

THEOR. VUI. Les volumes de deux pyramides triangulaires 
semblables, sont entr’eux comme les cubes des hau- 
teurs, ou de dtux arêtes quelconques homolt^es. 
Coroll. I, II et III dans lesquels on démontre que les 


volumes de deux prismes triangulaires semblables, des 
deux pyramides jlDlygonales semblables , et de deux 
polyèdres semblables, sont comme les cubes de deux 
arêtes quelconques homologues. ....... 341 

CHAP. XXII. Des corps ronds. 

Définitions 343 

THËOR. I. L’aire convexe d’un cylindre , est exprimée par le 
produit de la circonférence de sa base par la bautenr. 

Remarque et coroll. . . . ’ 346 

THEOR. U. Le volume d’un cylindre droit, <st exprimé par 
le produit de 1 / 1 ' surface de sa base par sa hauteur. 

Coroll 348 

THÉOR. lU. La surface convexe d’un cône droit , est exprimée 
par la moitié du produit du cûté, ou d'une arête 
du câne , par la circonférence de sa base. Remarques I 

et. II a 49 

THÉOR. IV. Le volume d'un cône droit, est exprime par le 
tiers du produit de la surface de sa base par la 
hanteiira 
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THEOR. V. La snrface convexe d’im tronc de cône droit, e*t 
ex{)rimüe par la moitié du produit du côté du tronc 
par Ja demi sooiinc des circonférences des deux bases 
parallèles du tronc. Remarque I, la surface 

est égale à son côte multiplie par la circonférence 
d une section eguidistante des deux bases paralièlJes. 

Remarque II i5o 

XHEOR. VL Le tronc de cAne droit, est dècomposablc entrois 
cônes de même hauteur que le tronc, ayant pour base» 
le premier la base inferieure du tronc , le second la 
base supe'rieure, et le troisième une base moyenne 
propofiionnclle entre ccllcsdh ; d'oii Ton conclut le vo * 

lume de ce tronc • . . i5a 

LEMME« L*airc décrite par un dcmUpolygonc rc(pilicr amoordc 
son axe, est égale à la circonférence inscrite au poly * 
gonc total , multipliée par la longueur de Taxe du 

polygone • * a53 

THÉOR. VII. L'aire de la sphère est le produit de la circonfé- 
rence d'un grand cercle par son diamètre, c'est h dire, 
le quadruple de l’aire d’un grand cercle. Corolh I, de 
Faire de la calotte et de la zon«j coroll. 11, la surface 
de la sphère est les deux tiers de celle du cylindre cir- 
conscrit, y compris scs deux bases) coroll. 111, rapport 

entre les surfaces de deux splières . . a54 

THÉOR. VIII. Le volume de la sphère est le tiers du produit de 
sa surface par son rayon. Coroll. I j coroll. II, du vo- 
lume du sectenr sphérique j coroll. III, dn volume du 
segment sphérique; coroll. IV, du rapport entre les 

volumes de ilctix sphères. a55 

CHAP. XXIIT* Introduction à la géométrie des- 
criptive. 

Notions préliminaires a58 

PRODL. I. Déterminer les points dans lesquels une droite de 
l'espace, perce les plans horizontal et vertical de pro- 
jection a64 

PROBL. II. Étant donnés deux angles linéaires ou deux faces 
d’nn trièdre, et une inclinaison non comprise, cons- 
tmire l'angle trièdre. ■ a65 
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PR 06 L. m. Étant données deux inclinaisons et la face adja- 
cente, trouver la troisième arête ou les deux autres 

^aces de r.ingle lilMrc a6j 

PROBL. IV. Connaissant dans un angle trièdre denx faces et 

l’inclinaison comprise, déterminer la troisième face. . 369 
PROBL. V. Etant données les trois faces d’un angle trièdre, 

troorer les trois inclinaisons a^o 

CHAP. XXIV. De la polygonomëtrie et du levé des 
plans. 

1°. Polygonométrie a?t 

THEOR. I. Dans tout polygone, chaque côté est égal à la 
somme des autres multiplié chacun pat le cosinus de 

l’angle qu'il forme avec le premier côté Ih. 

THEOR. II. Dans tout polygone, la somme des côtés multipliés 
chacun par le cosinus de l'angle que forme sa direc - 
■ tion dans le sens du périmètre , avec une droite quel - 

conque tracée à volonté dans le plan de ce polygone , 

est égale à zéro 37» 

THEOR- III. Dans tout polygone, le carré d’un côté qnelcoa- 
que est égal & la somme des carrés de tous les autres 
côtés , moins deux fois les produits de tous ces autres 
côtés multipliés deux ô deux et par le cosinus de l’an- 
gle qu’ils comprennent acS 

THEOR. IV. Le double de faire d’une Ggure rectiligne quelcon- 
que, est égal è la somme des produits de ses côtés, 
excepté nn, multipliés deux è deux et par le sinns des 

angles qu’ils comprennent. Remarque 374 

PROBL. I. Résoudre un quadrilatère , ayant les données suffi- 
santes 375 

PROBL. II. Résoudre un pentagone ayant les données suffi- 
santes • 376 

PROBL. IH. Evaluer la surface d’un polygone , connaissant l’un 
des côtés et les angles aux denx extrémités de ce côté, 
entre ce même côté et les antres sommets du polygone. 377 
a”. Du levé des plans 378 
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FAUTES A CORRIGER. 

Pag' 4 ^ I lig- 3 ; le point de tangente. Usez, le point de tangence.’ 
Pag. 48; lig. 9; la lignrc GHIL, Usez, la figure GHIM. 

Pag. 85 , lig. 16; le côte' de l’hexagone régulier est égal. Usez, 1 « 
cdté de l’hexagone régnlier inscrit est égal. 

Pag. 87, lig. 4 > en remonunt; inscrit au même angle , Ares, ins- 
crit an même cercle. 

Pag. 33 o ; lig. 6 j E G et eÿ , Usez , E M et cm. 

Pag. aS 4 , lig. 7i du rectangle ABCF, Asez, da rectangle ABIF. 
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